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　　　　1．　En　tr　ed【uc髄on．　The　purpose　of　this　note　is　to　give　some　sufficicnt　condi－

tions　fbr　the　stabi互ity　of　tridiagonal　systems　of　Iinear　equations・　This　study　was

suggested　by　a　recent　paper　by　T．　Torii〔2〕．　We　consider　a　one－parameter

fam銭y　of　systems　of　1圭near　equations

（1）　　　　　　　　　　　　A（h）κ（h）＝ゾ（ん）　　　　　　　　　　　　　　　　（0＜h〈ho）

whereκ（h）　and！（ん）　denote　real（or　comP五ex）n－dimensional　column　vectors　and

∠｛（h）denOteS　an　2Z×η宅ridiagOnal　ma電r三x

　　　　　　　　　　　　　　　　／うま（h）61（ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＼

　　　　　　　　　　　　　　　　晩蹴、、（h）　、

（2）　　　　　　　A（ん）＝＝　　　　　　　　　　　　　・　　　　　o　　　　　◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　an一・ωb・・一・ωo・一・（h）

　　　　　　　　　　　　　　　　’O　　　　　　　　　　　　　　　　　an（h）　　bn（ゐ）　　．

The　dimension　n　depends　on　the　parameterん．　We　suppose　that

（3）　　　　　n（ん）→。。　　asん→0．
Such　a　family　will　apPear　when　we　want　to　so韮ve　certain　differential　equations

by　finlte　difference　methods．　In　that　case　the　parameterゐwill　stand　fbr　the

mesh　size．　We　may　consider　a　family　with　a　finite　number　of　pararneters　but　a

similar　treatment　is　possible．　We　assume　that　A（h）is隻nversible負）r　each　O＜ん

くんoaRd　furthermore　that

（4）　　　　　　　　　　　　sup1のoII∠4（ん）醤く十QO・

Here　the　norm目T　il　of　an　ll×n　matrixτこ（彦のis　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（5）　　　　　　IIη瓢max、≦乞≦。Σ　1　t‘」　1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ＝1

1n　accordance　wi宅h　Torii〔2〕，　we　say　that　the　tridiagonal　systems（1）（or，　more

precisely，　the　famiiy，∠｛（h））　are　stab里e　if

（6）　　　　　SUPI、1・RA（ん）一㍉1〈＋・・．

Torii〔2〕has　given　a　fbrmula　fbr　expressing　Ii∠i（h）一1　il　in　terms　of　fundamcntal

solutions　of　certain　homoge簸eous　system　associatcd　with　the　matrix　／4（h）　and

discussed　conditions　under　which（6）holds．　Our　conditions　for（6）given　in　the

present　paper　are　expressed　in　terms　of　the　coefficients　ak：（h），　b，（ゐ）and　ck（ん）
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themselves．　Therefore　our　conditions　may　be　easier　to　handie　than　Torii’s．　Here

we　shall　not　discuss　unstable　cases　as　well　as　other　problems　relating　to　the

capacity　of　computers．

　　　　2．　：Bas三。　observat量。魏s．1簸order　to　estimate毛he　norm　of　the　matrix／1（ゐ）一1，

we　factorize　A（h）　inte　two　triangular　matrices　L（h）　and　R（h）　as　follows：

（7）　　　　　　　　　　　　　　　∠裏（ん）＝＝五（h）1ぞ（ん）

xvhere

L（　　　　（窪：霧ヵ，ωの剥　　　9，1（h）P，，、（h）o ≠獅п@R（h）∫ω曝曾。　Oi

　　　　　　　　L．。　．・9n（砿ωノ　　　。　場⑰湿1例

Then　we　have
　　　　　　　　　　　　ごzκ（h）＝＝　gic（ん）rls＿1（h）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦ん≦箆（ん），

　　　　　　　　　　　　b，（h）＝　pi（h）r，（h）

　　（8）
　　　　　　　　　　　　みた（h）：＝『Pk（ん）rk（ん）十｛7iC（ゐ）SiC＿．1（ゐ）　　　　　　　　　　2≦ん≦n（h），

　　　　　　　　　　　　Ck（h）＝：PiC（h）残（ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦ん≦n（ん）一1．

This　factorization　device　is　known　to　be　the　Gauss　method　（c£Henrici口；p．

352］）．　Putting　L（h）nyi＝＝（cop一（h））　and　R（h）一i＝（di，j（h）），　we　get，　after　a　simple　com－

putatlon，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘0　　　　　　　　　　　　　　　　　　κブ

　　　　　　　　　　　　繭や盤鴛畿畿！：辮　　鴇

and

　　　　　　　　　　　　姻一｛擁髪綱雛．一　§

　　　　Since　we．．　have　A（h）一’　＝：一．R（h）一iL（h）一i　aBd　therefore　jl　A（h）一i　U＄

｝11～（h）一王ll目ゐ（ん）一1！｝，之hc　condition　（6）　holds　if

（9）　sup　h＞e　ll　L（h）一i　li　〈十〇〇

and

（10）　sup　］b＞o　ll　R（h）一i　ll　〈＋oo．

Using　the　formula　（5）　for　L（h）一i，　we　get

B乙（h）一11bmax、≦・・≦，、〈1のσ＋娠ゐ）＋娠ん擁一、ω＋…＋娠ん）U、，．・（ん）…険（ん））／1　．P、（h）｝

where　uic（h）＝lgin（h）／PA；．i（h）1　for　2EillkSn（h）．　So　a　sufficient　condition　for　（9）　is

the　following：

（11）　　　　　infoぐ乙，　1≦k≦πcの　i〆）ん（h）｝＞O　and　　　lim　sup　z4ん（ゐ）＜｛

ivvhere　the　“lim　sup”　is　tal〈en　along　the　directed　set｛（k，　h）：　O〈h〈ho　and　1：；lkS

n（h）｝with　出e　partia，I　ordering（ん，ん）≦（々，ゐ’），　mear≧ing　th厩ん≦ん’andん≧〃．
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On　the　other　hand，　we　can　write　ll　L（h）’一i　ll　in　the　form

　　Il　L（h）一1｛｝＝max、≦、≦。（・の（iPic（h）鯛’i＋ぬ（ん）iP、、．i（ゐ）ヒ1

　　　　　　　　　　＋U’・（h）U’・一1（の1　Pl・　一・（ん）1一1＋…＋U’、、（ん）ぬ．・（の…麗’，（の1　P，（の｛一1）

where　π！紙の・＝lgic（の／pft一（の1，so　that　the　sccond　condition　in　（ll）can　be　rcp．

laced　by　lim　sup　u’k（h）〈　1．　A　similar　observation　can　be　made　for　R（h）’i　and

we　get　the　following

　　　THEOREM　1．　The　tridiagonal　Eアstems（りare　stableびanγ0226（～ブ〃2eプbllowing　cases

occurs　：　（i）　（Pi），　（PL，），　（P：i），　（P4）；　（ii）　（P，），　（A，），　（P3），　（P，’）　；　（iii）　（Pi），　（PL・），　（P，，’），

　　　　　　　hat　foilows，　we　shall　try　to　get

bic（lt），　cic（h）　themselves　x4rh

　　　3．　　C（》鍛diti｛》搬s　eR　the　職od臆簸　of　aiC（ゐ），　b，（ん）　a聡“6κ（ゐ）．　In

obtain　sorne　relations　between　the　moduli　of　the　coefficients　aK；（h

which　imply　the　stabiiity　of　the

　　　r｝1”IIF．oRI］・li　2．

（P，）；　（iv）

（P，）

（P，・）

（P，，）

（P，ノ）

（P，）

（P，’）

　　　In　w

（P1），（P，），（P、の，（P4’）；ω伽θ

　inf　　 〔i．fb，（h）　 i　：　　　0＜ノ2＜：1ノ乞（）う　　1≦k≦n（ゐ）二〕　　＞0，

　irl　f　　 〔＝　i　riC（ニノ2）　 1　：　　 0＜ノ2＜ノ乞。，　1≦ん≦ノ2（ゐ二）〕　 ＞0，

　liiri　sup　l　ai，＋i（h）／IPic（h）　1　〈t”1，

　lim　sup　l　gn，（h）／Pk（h）1〈i，

　lim　su．p　I　sk（h）／rkt＋i（h）　i’　〈1，

lim　sup　l　sic（h）／ric（h）1〈i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　some　conditions　on　the　coefficients　aic（h），

　　　　　　　　　　　　　ich　imply　one　of　the　four　cases　mentioned　in　Theorem　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　this　section，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）7　bk（h）　and　cic（h）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　systems（り．　First　we　show

　　　　　IIプthere　6短5腎彦．　COηS彦〃2彦S　γ，δ　andεsuch　tha彦

　　　　　　　　O；Sr〈1，　O；；S．o“〈1，　O〈e

and，　for　all　O〈h〈ho，

（12）　　　　　　　1｛う1（ん）　i≧ε，　i6κ（ん）！一γ　i　Clv　一1（ん）　i≧ε　　　　　　プ「or　2≦ん≦n（ん），

（13）　　　　　　　la2（ん）1≦γ1∂匙（ん）1，　laκ＋1（ん）i≦γ（i6ん（ん）1「一γ　lClc＿1（ん）1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プわ7　2≦k≦n（h），

（14，）　　　　　　（1→一γδ）16ん（ん）1≦δ1ろiC　＋1（ん）i　　　　　　　　　　　　／eor　1≦ん≦n（ゐ），

彦hen彦he卿8脚（1）are　stable　and　we伽θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll・A（ん洲㍉二み（陶y・

　　　Proof．　To　see　this，　we　put　Pi（h）　：lbL，（h）…　：T一一1．　This　is　cleariy　possible．　We

first　fix　an　h　so　that　we　do　not　write　the　parameter　h　explicitly．　X・Age　vvTant　to

show　that　i　gk，（ん）1≦γfbr　a112≦ん≦n（h）．　Clearly，　i　g2　i　r＝iav／rl　lこ1α2／b，　i≦γ

by　（13）．　Supposing　l　eic　l｛＄r　for　k〈n（h），　we　have

　　　　　　　　　　　i　qic．i　1　＝　1　aic一，一i　l／　1　bic一一一一akck－i　ii　；；Sll　1　ak一＋一x　l　／（　1　bk　1　一一一r　1　cA：一i　1）：Slr

in　view　o£　（｝2）　and　（i3）．　By　induction　we　g．　et　the　desired　result．　Since　Pk一一’一l

for　all　k，　we　thus　see　that　（P：i）　and　（P：s’）　are　true．　Moreover，　i　ri　l　＝lbA　；lke

and

　　　　　　　　　　　l7ん｝＝＝｛うん一一9ん硫一1｝≧lbk｝一i9んi　i6ん＿1i≧1∂κ1一γi6ん＿11≧ε

for　2　E；ilk：i；ln（lz）　by　（12），　so　that　（PL，）　is　true．　Finally　we　have
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　　　　　　　　　　　　1　sic／rk＋i　l　＝　1　ck／（ble“i－glt＋1cic）　i　：一f｛ll　1　cic　1　／（　1　bic＋i　l　一一　r　1　che　1　）；：1．．II　6

for　1；＃Sk．Sn（h）　by　（14）．　So　we　have　（P，）．　Hence　our　conditions　imp｝y　the　case

（i）　of　Theorem　1　and　therefore　the　systems　（1）　are　stable．　lt　is　easy　to　see　from

the　estimates　for．Ieic　l，　I　ra／　，　l　sh一／ric＋i　l　that　we　have　the　desired　bound　for

霞・4（の闘111．qE．D・

　　　　THEOREM　3．ゲ彦here　eκist　constan彦sγ，δandεsucん彦ha彦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O＄一7〈1，　O：s5〈1，　e〈e

and，　logether　with　（12）　and　（13），

〈15）　lcic（h）ISo“G　bte（h）1－r　i　ck－i（h）1）　for　2EkSn（h）

is　true）lhen’ゐ6卿8伽（1）鷹勲ゐ♂64忽伽魏げ鰯8／br　ll　A（h）一’　ii　is　the　same　as　in

7フ乞eorem　2．

　　　　Proof．　We　see　as　bef（）rc　that（12）and（ま3）imply（P1），（為），（Pの（and（pの）・

Now　it　follows　from　（15）　that　（we　again　omit　h）

　　　　　　　　　　　　1　sic／ric　1　＝　［　ck／（bic－glecic－i）　1　L〈　1　cle　1　／（　1　bic　1　一丁　1　cfe　一一i　i　）　i．S　6

because　i　g屓≦γ．　So　we　have（Pのand　consequently　thc　casc（iD　of　Thcorem

l．　Q．　E．D．

　　　　Similarly　we　get　the　following　two　theorems．

　　　　’1’HEeREAf　4．　lf　there　exist　constants　？’，　6　and　e　such　that

　　　　　　　　　　　’・　O＄r〈1，0sS6〈1，0〈e

and

（16）　　　　　　lb1（h）1≧ε，　1ろlg（ん）1＿＿γlale（ん）｝≧ε　　　　　　　　ノわ72≦ん≦n（ん），

（17）　Ici（h）lclrIbi（h）1，　Ick（h）1；；S7（lble（h）1－rlak（h）D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ「or　2≦ん≦n（h），

〈18）　（1一一FT6）Iats（h）1＄61bk一（h）i　for　2：！Sk；Sn（h），

四三6卿6規3（1）are　staろle　and彦he　estimate．for　ll　A（ん）”’li　is　the　same　as　in　The・rem
p
．
．

　　　THEoREM　5．　if　there　escist　constants　r，　6　and　e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎≦γ〈1，0≦δ〈1，0くε

and，　together　with　（16）　and　（17），

（19）　　　　　　　　iaiC＋1（ん）1≦；δ（　16ん（ん）　1一γ1｛z海（ん）　｝）　　　　　　　　　　プ～）r　2≦ん≦2z（ん）

：ゴ・伽・，彦ん・励・卿現・（1）are’ 唐狽≠b撃?　and彦h・　e・伽・彦e　for　ll　A（h）一“i　ll　is　the　same　as　in

Theorem　2．

　　　These　theorems　can　be　proved　by　settiRg　ri（h）＝　rL，（h）＝　…　：1　and　we　omit

the　proo£　Obviously，　if　we　assign　other　non－zero　values　to　Pi（h），　P£，（h），．．．　（or

to　ri（h），　re（h），　．．．）　which　satisfy　（P，）　（or　（P，）），　then　we　get　theorems　similar　to

Theorems　2　£hrough　5．

　　　CoRoLiJARy　1．　lf　l　aL，（h）1　＝la3（h）1＝　t・・＝a，　l　b，（h）1　＝lbL，（h）1　＝＝　…　＝b，

1　c、（の1＝　lc，（h）1＝＝…＝6，　ar・d　i　a＋c〈b，　tゐen伽systems（1）are　stable　andωe

have
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　　　　　　　　　　　　li　A（h）’一i　ll　；’！f　一s－1．＝li＝E－a－c　’

　　　　Proof．　First　we　suppose　that　c．〈．．a．　lf　c　＝O，　then　we　can　take　r－Na／b，　a＝O　and

ε＝：ろin　Theorem　2　so出at　we　get　the　corollary．　Now　let　6＞0．　Ifwe　putプ（の

＝ct2一一bt十a，　then　f（O）＝：a；．llle　ahd　f（1）＝：c－b十a〈O　by　assumption．　So　the　smaller

root　of　the　equation　f（t）　＝O，　which　we　call　ro，　satisfies　O　5re〈1　and　the　ether

reot，　ri　say，　is　larger　than　1．　We　have

　　　　　　　　　　　ro　＝（b一（bL’一4ac）’IL’）／2c

and　　　　　　γ1ご（b十（b2－4ac）182／）20．’

If　we　put

　　　　　　　　　　　eo＝b－roc＝（b十（b2一一一4ac）ii2）／2，　a，nd

　　　　　　　　　　　6fi＝＝c／（b－roc）　＝2c／（b十（b2－4ac）ii2），

then　7＝：ro，　6　＝60，　and　E：＝一＝一Eo　satisfy　the　conditions　in　Theoyem　2　and　a　simp｝e

computation　proves　the　corollary．　2．　E．　D．

　　　　In　particular，　this　corollary　can　be　applied　to　the　case　in　which　aL，（h）＝a：（h）

＝”・　＝＝a，　bi（h）：＝b2（h）…＝：b　and　ci（h）＝＝cL，（h）一tsnv一　・一・＝：c．　TorK　［2］　has　shown，　among

others，　that，　if　a，　b　and　c　are　real，　and　if　l　a十。　l〈lb1，　then　the　systems　（1）

are　stable．　When　a　and　c　have　the　same　sign，　our　corollary　covers　this　result．

In　the　next　section，　we　shall　find　conditions　which　will　imply　Torii’s　result　in

case　ac〈O．

　　　　C・R…ARY　2・SuPPose　that　we　have伽．familiesげ彦ridiagonal　matrices｛A（h）｝and

｛Aノ（h）｝　ωith　7z（h）＝＝n！（h）ノbr　all　O＜h＜ん。．ヴ｛A（h）｝　satisfies漉θconditions　qプanアone

9プTlieorems　2－5，　and蓬プ

　　　　　　　　　　　　1α〆（h）i≦lak（h）1，　lbici（ん）1≧ibん（ゐ）i，　1〆k（ん）1≦1砺（ん）1

／b7　all　PO∬狛Z6　h　aηdん，　then　the／eamily｛A！（h）｝is　alSO　stable　and　U∠霊’（の漏用≦封A（h）一111

for　O〈h〈ho．　ln　Particular，　（f　there　exist　Pesitive　numbers　a，　b，　c　such　tlzat　a十。　〈b　and

　｝ak（ん）1≦a，　1砺（ゐ）｝≧b，　lCic（h）1≦o，　lhen　lheプゐ解ゴか　｛A（h）｝　is　stab16　and

ll　A（h）一i　U　SI／（b－a一一。）　for　O〈h〈he．

　　　　This　is　trivial　and　so　we　omit　the　proof．

　　　　4．F礎臨e罫costd量tiopts　for　sta繍蜘．　Wc　begin　with　the　proof　of　Torii’s

theorem　mentioned　in　the　last　section．

　　　　THEO照M　6（Tor銭〔2〕り．　Le彦α2（h）＝a，‘（ん）r…＝a，　b1（ん）．：b2（の＝…＝ろ，　and　Cl（ん）

瓢02（の＝…　＝c．グa，band　6　are　real，　audび1α十。　1＜【bl，then　the　systems（1）　aγe

stable．

　　　　Proof．　lf　aclO，　then　Corollary　1　in　the　last　section　implies　£his　theorem　so

that　we　assume　ac〈O．

　　　　We　suppose　that　a＞O，　b＞O　and　c〈O．　Putting　Pi（h）　＝PL）（h）＝．．．＝＝1　in　（8），　we

ge’t，　by　omitting　h，

　　　　a　：gkric一一i　（2Sk），　b　＝ri，　b＝ric十cgic　（2Ek），　c　＝sic（1：fE｛！k）．　So　if　we　put　g（t）＝a／（b

－cl），　then　aic＋i＝g（gic）　for　knv＞．2．　lt　fol｝ows　easi｝y　frem　eur　assumptlon　on　a，　b，　c
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and　gL，　＝a＞O　that　gL，，　ga，　．．．are　all　positive　altd　teRd　to　the　lirnit　g．．　that　is　given

by　g（g．）＝：g．．，　i．　e．，　g．．　＝＝（b一一一一（b：’一一4ac）ii2）／2c．　As　e〈gco〈1，　we　see　that　（P，）　is　true．

On　the　other　hand，　ri＝一b，　rk＝一一一b－cgA，〉＝b　for　k，〉．．．一2．　So（P，，）　also　holCls．　’1”he　sequence

｛rlt｝　tends　to　rco＝b－cg．’＝r一（b－t一（b2一一一！ac）ili）／2．　As　一a一一。〈b，　we　see　by　a　simple

computation　that　i，　sk／rk　i＝lcl／ric一＞icVr．．〈1．　Thus　（P．‘）　holds　aRd　therefore

the　systems　（！）　are　stable．

　　　　A　similar　argument　works　tor　other　combinations　of　signs　for　a，　b　altd　c．

This　establishes　the　theorem．　Q．　E．　D．

　　　　The　following　theorera　gives　a　partial　generalization　of　［1”heorem　6．

　　　　THEOREM　7．　SuPPose　that砺＠）≧0，6妖の≧0，6ん（h）≦0，　and彦heノ∂♂♂o痂ノz8　conditions

are　satisfied：

（20）　crm・一inf［（bh一（h）一一一（bk（h）2－4ak．i（h）cicum　i（h））ii：’）／2cA，一i（h）：　cic－i（h）li＝O）＞e，

（21）　Biiglim　sup　（bk（h）一（blt（h）i一一4an，．i（h）ci，一・i（h））ii2）／2cic－i（h）〈l

tゐelimit　being　taken．for　sucん肋56祠ωキ0，

（22）　　　　　　γ≡sup〔ごZk　＋1（ん）／b，（ん）：硫＿t（ん）キ0〕＜十〇〇，

（23）　　　　　　σ…三1三msup　aA：＋1（ゐ）／b，iC（ん）＜1

伽伽zit∂6魏9鰍θπノ∂7躍・ん肋5　ah・（h）・胴ω＝o，

（24）　rma一：lim　sup　ah一．2（h）bk（h）／（bic（h）bk“（h）一a，e÷i（h）ck（h））〈1

雪加伽」彦beiア～9敏8π∫・γ欄婦α5　a・・（／z）c・1－1（h）＝O　anゴ伽1（ん）c・（h）キ0，

（25）　　　　　　κ三正irn　SuPαん÷圭（ん）／（b」c（／z＞一6ん司（ん）　δ）＜1

whe7・e’δ二＝γ測2／（α2十γ一　（v）　and　the　limit　is　takeηノ「or　suchん　as　CA：一1（h）キ0，

（26）　　　　　　ξ三lim　sup　l　CiC（ん）i／6ん（ん）＜i

lhe　limi彦bei／zg渉α伽ノbr　3㍑6ゐんas砺（ん）c・・．．，（h）＝一〇，

（27）　　　　ηヨlim　sup砺＿1（ん）iCk（ん）！／（飯一1（のb，（ん）一αん（ん）CiC－i（ん））＜1

the　limit　being　taken　．for　such　k　as　ale（h）cic－i（h）　IFO　and　ah4mi（h）cn・一L）（h）　＝＝O，

（28）　e一一ndlim　sup　i　cic（h）1／（bic（h）一一ck．一i（h）o“）〈1

彦ゐ6伽露being彦aken．for　sucゐんas鏑（h）キ0，

（29）　　　　　　　inf∠）ん（ん）＞0．

Then，彦he騨粥（D　are　stable．

　　　Proof．　We　put　Pi（h）＝＝P，，（h）＝：．．．＝＝1　in　（8）．　rl”hen　（Pi）　is　triviaHy　true．　Next

we　shall　shoxv　that　gk（h）一〉．O　for　ali　2；1Sk一：｛gn（h）．　Since　r，（h）＝＝bi（h）＞s＞O，　g2（h）＝aL，（h）／

b，（h）llO．　Since　A（h）　and　therefore　R（h）　are　inversibie，　rk（h）＝：bic（lz）一ck一一i（h）ek．（h）　“r一一

〇　so　that　gi，＋｝（h）　＝aA，＋i（h）／（bic（h）一一一一cL，一i（h）gk，（h））．　So，　if　ek（h）｝1．1）e，　then　gK，＋i（h）1．1）O　as

far　as　k十ISn（h）．　｝lence，　by　induction，　gic（h）lllO　for　all　2S．kS．　n（h）．　Thus，

　　　　　　　　　　infitki　l　ric　1　＝：：iltficki（bh一一一一。，，一iaic）l！iRfickibic＞O

by　（29），　so　that　（P2）　also　holds．

　　　We　shall　show　（P3）：　lim　sup　gi，（h）〈1．　ln　order　to　avoid　notational　complic－

ation，　we　omit　the　para．meter　h　below．　By　our　hypothesis，　there　exist　an　e＞O

a薮dan　2V　such　thaちfbrん＞N，

（30）　　　　0〈α≦（b，一（6ノー4α瞬16た＿、）1／2）／2硫＿1≦β＋ε〈1，if　CiC＿iキ0
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（31）　ate＋i／bk．〈．．　o＋e〈1，　if　akck－i＝：O，

（32）　　　　　　　aiC＋lbiC一＿1／（b」g＿1ble一一・aiccL一．一1）≦τ十ε〈1，　if　akCiC＿1キ0，　ak＿＿1（2κ＿L，　：＝0，

and
（33）　aic＋i／（bic一一cle．．．i6）＄rc十e〈1，　if　ck・一・i　AF　e・

We　put　p　＝一max（B＋e，　o＋e，　T＋e，　rc＋e）．　Let　k．lllzN＋m，　where　m　is　sufficiently　large

and　will　be　determined　later．

（の

（の

（の

If　akck－i＝O，　then　eic÷i＝aic＋i／bicSlo十eSp　by　（31）．

If　aic＋i＝O，　then　eic＋i　＝一〇〈p．

If・煽キ0，触．、＝1・O　but　・、一、c、・：”’，＝0，　then炉a19／飯一、，・・th・t

　　　gk＋i＝ate＋i／（bk－r一一ck一一igit，）＝ahe＋i／（bic一一一ck一．i（ale／bh一．一i））

　　　　　　＝　：ak＋ibk．一pti／（bic一．ibic－akcic－D　S　r　十　c一　f一｛；；p

by　（32）．

　　　　（tO　Suppose　in　general　that　aic＋ialeak．．．i．．．an，mi＝1＝O，　cte－icic－2．．．ckwti．一i＝i＝O　and

aft．一i．．．lcic．．一乞一．2＝O　f（）r　some　i　such　as　1≦i＜m．　Then，　by（3i），　gte＿t　・ak＿i／み械＿1≦4十ε

〈1．　As　we　shall　see　below，　this　implies　that　gk－i＋il．1）6．　Moreover　（32）　implies　that

　　　　　　　　　　　eh一．i＋1＝T－aic一．t＋1／（bkr一．．i－Ck．一．i－lgLkt）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝砺蝿．、bi、＿i一一、／（ろiC＿i－ny、bic－1－ak＿iCl、．一・i＿、）≦τ＋ε＜1．

So　we　have　6Sgic－i＋i：Ellp．　lt　follows　easily　that　6S．gLSp　for　all　k－i十ISIm〈一k十l

and　in　particular　6　S－gk＋iSp・

　　　　We　note　that’　the　hyperbola

　　　　　　　　　　　y　＝fi（x）＝　r　cv2／（ev2十（r－cM）x）

p．　asses　the　points　（O，　r）　and　（ev，　ev）　and　the　hyperbo！a，

　　　　　　　　　　　ツrプ1（x）この／（∂ゴ司一・の一2κ）フ　　　　withゴ＝ん一一一i十1，

cuts　the　．y－axis　at　．7：＝一ra，・／bj一．i　（：；ST　by　（22））　and　the　line　Jv　：x　at

　　　　　　　　　　　κ＝＝（∂ゴ＿ユー（あ＿12－4αメケー．2）1／2）／2砺＿2≧α．

So　these　two　curves　intersect　for　some　sc　between　O　and　ev　and　therefore　we　have

プ葦（x）≦．ん（めf（）rx≧α．　Thus，

　　　　　　　　　　　gte－i＋i　Ff2（91t－i）＞fL，（1）lil；fi（1）＝：一r6，

which　we　had　to　show．

　　　　（の　　Finally　we　suppose　that　ale＋1αh（zic．一1．．．　aic＿↑πキO　and　cls一．lck＿：）．．．6ん＿M＿．1＝t”0。　If

7f一｛｛g　l，　then　gN＝gha．＄r＝〈1．　This　implies　6　S　grv一＋i＄7一一く一1　and　therefore　5：；ggiv＋2〈m－p．

Censequently　6S．gte＋iSp－

　　　　Ifγ〉いhen　we　argue　as　follows：we　p登t

　　　　　　　　　　　f3（x）＝（76一（7－rc－s）x）／6

and　define　two　sequences　｛pti，　pt，一，，　．．．｝，　｛vi，　uL，，　．．．｝　by　setting　inductively

　　　　　　　　　　　ひ、＝γ，μゴr五（ひノ），・．i・・　・fg（μのf・rブ≧L

It　is　easy　to　see　that　｛vj｝　is　decreasing，　｛ptj・｝　is　increasing，　and，　after　a　finite

Rumber　of　steps－mo　steps，　say一一we　shall　come　to　the　situation　in　which

pt”i．〈6；Elpton．＋i　and　rc十E〈v7n．＋iSl：Elvm．・　lf　6；；i；g，v：Sl，　then　65gN．一i＄p，　so　that，　as

we　remarked　三n　（の，δ≦9測≦ρ．　If㊨＞1，　then．9，v＋1＜δ・So　we　may　assume
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without　loss　of　generality　that　O〈gA，〈S．　TheR　we　have　successively　the　following：

　　　　　　　　　　　δくα〈9．v・＋1ぐk（gN）〈ゐ（0）＝γ二＝；ひ13

　　　　　　　　　　　κ十ε；≧9N＋2＞プKひ1）＝＝μ芝，

　　　　　　　　　　　6〈gAr＋3〈fi（Lti）＝：V2）

　　　　　　　　　　　rc十e；iletV＋4＞fi（V2））　＝pt2，

　　　　　　　　　　　k＋・≧伽、，。．＞fi（ひm。）＝r一！Zm。，　and

　　　　　　　　　　　δ〈9rv伽…≦ゐ（μ，。。）＝ひ眠≦L

So　we　have　6〈giv＋2．，＋L）：Sp　and　thus　6；Sqic．iS．s　provided　A」十2mo十1：S　k：Sn（h）一1．

　　　　（の一（の。・ver　all　cases　that　can・ccur；s・we　c・ncludc　that　9、（h）≦ρf6r

all　N十2ino十2：ilk＝〈2z（h）．　Hence　lim　sup　1　gic（h）1〈1　and　the　property　（P3）　is

established．

　　　In　order　to　show　（P4’），　we　take　N　so　large　aRd　e　so　small　that，　together　with

（30），　（31），　（32），　and　（33），　the　foilow’ing　are　alse　true：　for　k＞N，

（34）　lcic　l／bic：一E｛g＃十e〈1，　if　ak，ck－nyi＝＝O，

（35）　bA，一d　ck　l／（bicnvibic－ai，ck．wwi）S．　rp十e〈1，　if　aiccic－i“v　O，　aic一一一icic一・一｝＝＝O，

（36）　lcic　V（bic－ck一一i6）；Se－i－e〈1，　if　cic一一i　li　O・

Then　we　argue　just　as　before：　we　take　m　large　and　iet　k；1；．IV十m．

　　　（の

As　was　shown　in　（e），

隔／絹≦ζ

　　　Sijtmming　up，　we　see　that

kgn（h）．　Hence　we　have　（P4’）　as　desired

rem　1　happens　and　so　the　systems　（1）　is　stable．　Q．　E．　D．

　　　We　can　obtain　an　analogous　theorem　for　the　case　aic（h）SO，　bic（lz）ElilO，　ck（h）；llO，

but　we　do　not　state　it　here．　lt　is　clear　that　Theorem　6　for　a＞O，　b＞O，　c〈O　ls

included　in　Theorem　7．

　　　（a”）　lf　aiccic－i＝＝O，　theR　gk＝O　so　that　l　sic／ra／　：ical　／bic〈＝6十e，　by　（34）．

　　　（のIf　c，・＝e，　then　I　SiC／riC　i＝0。

　　　　（〆）　If砺キ0♪aiccle＿．1キ・O　but　aic・．一lcic＿2＝＝O，　then　gゼ＝砺／飯一1，　so　tha£，　by（35），

　　　　　　　　　　　1　Sk／riC　1＝・iぺ／（biC－CiC一一1gic）＝・飯416屓／（砺＿1∂rα幽＿1）≦η＋ε．

　　　（dノ）　SupPose　tha£aicaic一一1・．・ak－iキO　and　cicch・一；。・．o19一ト1キO　b鷺t　aic・・一i一一lcts＿i－L．）＝＝O

where　1≦i〈m。　Then　the　argume飢in，（のproves　thatδ≦gん≦ρ．　So，　by（36），

　　　　　　　　　　　1　sic／ric　1　＝　1　ck一　1　／（bic－cbuiqi，）S　1　cic　1　（bic－cic一．i6）：：ill〈’一一f一　c一．

　　　　　　　　Suppose　finally　that　ak，aic－i．．・aic．ntm＝t　O　and　ciccic一一i…　cic一一7n一一i＝t＝O・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　have　6SeicSp　if　we　take　ml．li－2mo十1．　So　we　also　have

　　　　　　　　　　十　e・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lsic／rk　i　：Eil　rr｝ax　（S＋e，　n＋e，　e＋e）　〈1　for　all　large

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Thus　£he　case　（ii）　（or　（iv））　in　Theo一
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