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　　Abstract　一　A　REDUCE　program　for　the　tensor　calculation　in　Riemannian　geometry　is　proposed．

It　is　examkaed　for　the　simplest　Hontrivial　case　of　a　two－dimensional　manifold，　i．e．　a　surface　in　three－

dimensional　Euclidian　space．　The　program　will　remain　｝Jseful　for　the　calculation　of　curvature　tensors　in

general　relativity．

1．はじめに

　これまでいくつかの数式処理システムが開発されて来

た．Utah大学のA．C，　H：eamの創始によるREDUCE，

Utrecht大学M．　Veltm蝕により発展せられた

SCHOONSmP，　MITで開発されたMA　CSYMA，
H：awaii大学のSt◎utemyerが中心となって作成したパ

ソコン用のmu　MATH，　Cal　Techで開発されたSMP

等である。最近は我が国でも数式処理システムの諸分野

への応用が盛んとなってきた。これらの磨用に際し今の

所，最も多く使われているのがREDUCEシステムであ
ろう（1）・（2）。

　本稿ではRiema皿幾何学（3）のテンソル計算にRED－

UCEプログラムを援用する例を示す。　n次元Riemann

空間の尉量テンソル（，9ゼゴ）を与えた時，これから接続

係数（ri，・le）を計算し，その結果を使ってさらに醜率テ

ンソル（R伽P）が計算される。この時の計算：の内容は，

まず（％）の逆行列（♂ゴ）を求めること，つついて

いろいろな関数を座標により偏微分すること，および添

字の縮約（かけ算とたし算）とから成っている。それら

一一ﾁ一つの計算は難しい技法を何ら要しないものである、

にもかかわらずこの時に費される労力は次元tw　nが増す

につれて急速に増大してゆく．この様な分野こそ計算機

にやらせたらと誰しも自然に思うだろう。

　そこで一般のn次元多様体に計量テンソル（駒ゴ）が

与えられてからスカラー［掬率（R）およびGauss薗率

（K）を計算しおわるまでのプログラムをREDUCEに

よって書くことにする。実例としてn＝2の曲面論の例

をとる。使用するシステムは東京大学大型計算機センタ

ーに公開されているREDUCE　3．0である。

　§2では微分多様体のアファイン接続の諸性質を示す。

§3ではRiemann多様体のテンソル解析のあらましを

述べる。§4では具体的な2次元Riemann空間を例に

とってその独率の計算をREDUCEプuグラムに援けら

れながら実行する。

2．微分多様体のアファイン接続

　n次元C。。級微分多様体MとはMの開被覆｛Uαiα

GA｝があって，各Uαに対して同相写像（座標関数）

φ、：U’、→Rnが定義されていて，U、∩σβ≒　φ

のときにはφβ。φ（計がφα（Uα∩UB）からφβ

（uαAひβ）へのC。。級関数になるものを言う。今後

はCQ。級微分多様体ばかりあつかうものとしC。。級とい

う言葉を省くことにする。又，微分多様体Mがn次元で

あることを示すためMnと記すことにする。

　微分多様体Mnがアファイン接続rを持つとは，Mn

の座標近傍による開被覆｛Uα1α∈；A｝の各Uαにつ

いて⑳3個のアファイン接続係数r（α）♂があたえられ
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Uα∩Uff≒φならばx∈　Uα∩σβのUα，　Ufiにおけ

る座標を各々（xl，X2，…，xn），（yl，　y2，…，ジ）

とすると次の様なアファイン接続係数の変換則が成り立

つことである。

曜寄｛∂鶉＋鳳寡劉
右辺の第噸があるために八α）、llま（・，2）型のテ

ンソル場とは異った変換をする。

　さて以下の議論はある一つのUαを選んでその申の局

所的雄質を論ずることに限定するので簾係数r（鰐

も簡単にr毎んと：書くことにしよう。

　接続rが導入されたことによって各種のテンソルの平

行移動が定義できる。例えば反変ベクトルξゴ（x）および

共変ベクトルηゴ（x）を点xに於いてdxだけ平行移動し

た結果生ずる変化は

吻ξゴ＝一費ノ針4が
吻ηゴ・・　r♂rp、　a・i

で与えられる（以下一つの項の中に2度くりかえしあら

われた添字についてはヱからnまでの和をとるものとす

る）。一一fiベクFル場ξゴ，ηゴのx＋dxに於ける値と

xに於ける値の差は

♂ξゴ
0

　　　　　∂ガ

cl　ty」’　＝　（一a　a．i　rp　，・　）　d．i

ξゴ jd・・’

であるがこれらの量はベクトルとしての変換性をもたな

い。これらのベクトル場の正味の増分又は正しいベクト

ル場の変換性をもつ増分は，後にあげた方から最初にあ

げた方を各々引き算して得られる。即ち

δξゴ　＝　 dξゴ　一　dl、ク　ξゴ

δηゴ　＝こ　　（1ηゴ　一　 d／／　ηゴ

微分と呼ばれ

δξゴ　＝　　 （　7i　ξゴ　）　dxi

δηゴ　＝＝　　（　7i　ηゴ　）　（lxi

が成りたつ。

　Mnに於ける測地線は，パラメーータtに関するn個の

微分方程式系

42♂　　k露
dt・＋馬　蕊

cl　x　3’

一　＝＝e
dt

により決まる。このときのパラメータtをアファインパ

ラメータと言い，o，dを任意の実定数としてt一一＞ct

＋dという変換の自由度がある。

接続rに関する齢テンソル亀ゴ！と挨率テンソ・レ

7♂が次の様に麟される。’

亀・！一門乃！一 0　一p
　　君ik
∂が

一rikq　TゴqP＋Tゴkq vP

％彦；傷ん 窃！．

両者とも添宇ぢ，ゴの入れ替えに対して反対称である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　n×n行列　八，Rのを

　　（γ隅一砺ん

　　（t’Y．　　zj），q＝：馬ノ

で定義すると独率テンソルの定義はいくらか覚えやすく

なって

瓦戸赤ろ鴇λ一〔7議〕

となる。

そこで

7・ξゴ [％ξ・畷ξ・

　　　　　　O　　　　　　k
「・η・シｪηド4・rp・h

とすると，これらは各々（1，1）型と（0，2）型の

テンソル場になる。これらはベクトル場ξi，ηゴの共変

　ろ．Riemam幾何学に於けるテンソル解析

　微分多様体M　上に対称かつ正定値な2階の共変テン

ソル場7が与えられたとき｛Mn，喀｝をn次元Riemann

空間，穿をそのRiemann計量という。　Mnの一つの座

標近傍をU，そこでの座標系を（xl，硫…，　xn）とし

・ゼ警（　0　　　0∂が　・∂xs）
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とおくと，M　のRiemann計量穿はU上の各点で定義

されic　n×n対称正定値行列（傷ゴ）であらわされる。

このことはしばしばM　の線素dsが

　　ds2　一・、球面が

で与えられると表現される。計量穿は（0，2）型のテ

ンソル場であるが行列（9ゼゴ）の逆行列を（g萄）とす

ると，これはUにおける（2，0）型のテンソル場の成

分を与える。

　Mnに計羅矛が与えられたことによって，各点pにお

ける接ベクトル空間7p（Mn）に正定値の内積が定義さ

れたことになる。即ちXp，　Yp　e…Tp（Mn）に対して

　　〈Xp，　Yp　〉　＝　e　p　（Xp，　Yp　）

をそれらの内積とすればよい。Mn上のベクトル場X，

YがUに於いて

　　x　＝一　gi　m．E！

　　　　　　　a　xi

　　　　　　i　O
　　Y＝＝　rp
　　　　　　　∂が

とあらわされるとき

　警　　（x，Y）　uc　giゴ　ξi　ηゴ

となる。

　Riemann空間（Mn，写）の接続rが計量的である

とは，Tによる反変ベクトルの平行移動によって，それ

らの間の内積が不変である時を言う。即ち

，［？t．．d．　（6＋cl．，／e，ny＋d／．　rp）：＝　g；．（g，　rp　）．

Riemann空間上に計蟹的な接続は無数に与えることが

できるが，さらに挨率テンソルが恒等的に0であるとい

う要請をおくと接続は次の様に一意的に決ってしまう。

まずRierr3　ann空間のChristoffe13添字記号〔萄；k），

｛kiゴ｝を次の椥こ輸しよう。

〔醐一÷（∂llTt　g」・th　＋∂1、9、、一∂1、・、ゴ）

　｛んi　g’｝・・9　kp〔i，ゴ；P〕

計量的で涙率が◎である接続では

　　r諺・：｛詐ゴ｝

でなければならない。これをR　iemanR又はLevi－

Civitaの接続と言う。以下ではこの接続を仮定する。．

　Levi　一　Civitaの接続によってきまる曲率テンソル

亀ゴんPの種々な重要な性質をあげておこう。まずこの接

続においては

　　亀ゴ！＋Bゴん！＋況ん¢ノ＝0

が成り立つ。

添字が4つとも下付きである独率テンソル

　　瑠伽＝亀ゴノ9qp

はさらなる添字対称性

　　亀ゴPα；｝1～蜘P

　　R　iゴpq；Rp面

を満たす。さらにベクトル場lek，　Vh　に対し

　　〔7i，クゴ〕♂；況ゆ㌦ρ

　　〔7ゼ，7ゴ〕Vk＝　一　Riゴllp％

が成り立つ。又次式はBianchiの恒等式と呼ばれる：

　Vi　Rdkpσ＋クゴ塩吻十クんR蜘α＝0．

：Ricciのテンソルは

　　亀ゴ＝況頁ノ

で定義される対称テンソルである。スカラー曲率および

Gauss曲率は各々

　　　　　　i　　R＝　Ri

　　　　　　　l
　　K＝
　　　　　n（n－1）

で定義される。

　最後に，n　＝＝2のコンパクトで向き付け可能なRie－

mann曲面においては，有名なG　auss　一　Bomme　tの定理

が成り立つ

4Krg　clxidw2－2・綱・

上式に於いては9≡det（偽5）である・又Z（M）

は曲面Mの：Euier標数である。　それはいく通りもの岡

等な表し方がある。Mを三角分割した時の面，辺，頂点
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の数をそれぞれ偽，α1，αoとすると．

　　X　（M）　”：　cre　’　cr　i　＋　cr2　．

これは三角分割のしかたに依存しない。あるいはM上の

ホモロジー群又はコホモロジー群がBetti数β2，β1，

βoをもっとき（4）

　　x　（M）　＝　Pe　一　Pi＋　P2

である。Z（M）は位相不変量であり，G　auss一　Bomnet

の定理は曲面の接続に依存する量（Gauss曲率K）を

面積分してしまうと，接続に依存しなくなり，大域的な

位相不変量だけが残るという意味で重要である。

　4・曲面論とREDUCEプログラム

　4．1　5次元Euclid空間に埋め込まれた2次元輪環

　　　　面の曲率

　平面内に於いてある直線よりbだけ離れた点を中心と

する半径αの円を描く．b＞αとする。直線を軸として

円を3次元Euclid空間内で回転させるとドーナッツの表

面状の輪ec　Mを得る。　Mに3次元Euclid空間より誘導せ

られる計量をそのまま与えるとMは2次元Rieman捻

空間となる。座標系を（xl，　x2）＝（θ，φ）とし線素

が

　　el　s2＝　a2　dO2＋（a　slne＋b　）2　d¢2

となる様にできる。Mの座標近傍として次の4つを考え、

れば十分である。

　　Lli　i＝　｛（0，　｛b）10〈0〈2T，　o〈gS〈2n｝，

　　U2　一　｛（0，　¢）1　O〈0〈2　rr，　一z〈¢〈z　｝，

　　U3　＝一　｛（e，　g5）i－rc〈0〈rr，　o〈¢〈2z｝，

　　11714　＝＝　｛（0，　¢）1－T〈0〈　ff，　一rr〈gS〈rc　｝，

　以下これらのうちの任意の一つを選んだものとして話

をすすめよう。

　計量テンソルの成分は

（％）一（で∴1。　e＋の、）

で与えられる。まず

ザト・灰戸一・（・・i・θ＋の

（即姻ﾓ∵の！．

接続係数の計算を経て曲率テンソルを求めると

　　㊧王212篇コsin　0（αsi・te＋b）

となる。瓦伽の他の成分は添字の満たす置換対称性か

らただちにわかる。Ricciテンソルは

卿く1畿 。

一L（　sino）（a　sin　0＋b

a

　スカラーi掬率は

　　　　2　sinO
　　R＝’ve　一一ew－M－r一一ww－
　　　　a　a　siite＋b　・

　G　aussの全曲率はこれの半分の

　　　　　　　sinO
　　K　＝＝

　　　　α（αsinθ＋の

となる。これからわかる様に

　　0＜θ〈πでK＞0

　　π〈0〈2πでK＜0
となっている。

　Gauss一　B　Oime　tの定理を確かめてみよう。

か》袖ノ

　　　2za　2　rr
押％（　sin　0　　　　　　　　・α（αsinθ＋ba　sinO十b））一・・

確かに，MのEuler標数は0であるから，定理はなりた

っている。

　4。2　REDUCEプログラムの応用

　第1図は，4．1で行ったことをREDUCEに行わせる

ためのプログラムである。出力結果を編集したものは第

2図にある。ee　1表はプログラム内で使われる変数とそ

れらの数学的な意味を一覧表にしたものである。
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Fig．1　Rift”．，DUCE　program　for　two－dimensional

　　　　　　torus．
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Fig．2　Reselt　of　the　computation．

第1図の3稲で（％）と（凶）をM・t・i・変数

GDDとGUUであらわすことを宣言する。7行目で多様

体の次元が2であることを指定。9行習では計量テンソ

ルの成分を2×2行列の形で与える。今の場合座標変数

はX1，X2までである。第11行及び第12行でde　t

（g　iti）と（gの）を計算させる。13～16行でArray

変数を宣言する。この様にプmグラムした場合Array変

．数の引数は0からN－1までの整数をとることになる。

Matrix変数の引数は1から始まる整数値をとるのでこ

の違いに注意すべきである。18～20行において，第1

回目の座標微分を実行する。その結果を使って24～26

行で第2種のChristoffel記号の値を計算，27～30行

で第1種のChristoffel記号即ち接続係数を計算する。

32～36行で第2回目の座標微分を行う。38～39行は

曲率テンソルの計算の一部である。41～43行で接続係

数の値を書かせる。45～50行で曲率テンソ・・砺！，

B瑠pを計算する。52行で変数X1，X2にもつと読み

やすいTHE：丁A（θ），　PHl（φ）という名前を代入，　54

行で（σ乞ゴ），det（助），（炉ゴ）をすべて，書かせる。

56～63行にかけてRijkpをすべて書かせる。64～65

行でRicelテンソルRiゴの計算：，67～68行でそれらを

書かせる。69～70行はR1の計算，72～73行はスカ

ラー曲率Rの計算，75行でGauss曲率の計算をさせて

終了する。REDUCEのセンテンズは；か￥でくぎられ

る。￥で終るセンテンスについては結果を出力しない。

図2はREDUCEが返した計算結果の出力である。また，
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Table　l　Variables　and　their　meaning．

Type Variable Meaning

Scalar GDET 9－d・t（％）

RO ㊧r£ノ

KO K
Matrix GDD（t’　0） 9②ゴ

GUU（z，　」） 9ゼゴ

∂
Ar　ray GDDD（ん一1，i－1，ゴー1） 　　　σゼゴ∂95彦

KDDU（i－1，ゴー1，ん一1） 乃ゴん

KDDD（i－1，ゴー1，ん一一1） 〔乞ゴ；ん〕

∂
んKDDDU（p－1，　“1，　o’一1，　le－1） ∂♂砺

KKDDDU（i－1，　3’一1，　k－1，　p－1） r四P乃ん9

RDDDU（i－1，　jL　l，　k－1，　pu－1） R6ゴ鳶P

RDDDD（al　nv　1，　s’一一1，　k－1，　p－1） R盛ゴんP

RDD（i－1，ゴー1） Rゼゴ

RDU（i－1，ゴー1） Rノ

％で始まる行はすべて註釈行である。

　さてこのプログラムは任意（％炊元のRiernaun空聞に

ついて少しかえるだけで適用できる。そのためには図
　　　’

1のプログラム中，次の4箇所を変えるだけで十分であ

る。

　（1）7～9行

　7行目はN：＝n￥（nは次元数をあらわす整数）と

かえる。

　8行目はコメント又は表題

　9行園に，（％）の要素を座標X1，X2，…，　Xn

の関数としてn×n行列の形であたえる。

　（2）20～21行

　nケの変数X壌，X2，…，Xnによる微分，全部で

n行になるまで書き足すこと

　（ろ）34～35行

　同上。

　（4）　52行

　X壌からXnまでに読みやすい慣贋的な変数を代入す

ればよい。もっともこの行は省いてもまちがいにはなら

ない。

5．むすび

　前節の終りに示された様に，我々のプログラムによっ

て任意次元（n）のRiemarm空間の曲率計算ができる。2次

元の曲面の場合曲率テンソルの独立成分は島212だけで

あるし，手で計算してもさほど時間がかからない。この

プログラムが威力を発揮するのはn・＝　3，4…と次元数

が大きくなった時である。また，Ri　ema鋤計量が正定値

でなくなり，いわゆるLorentz計量になっても以上の定

式化と計算は全く正常に機能する。即ち，n　・・4として，

計量として一般相対論の計量を与えれば，一般相対論や

宇宙論の曲率計算ができる。我々のプログラムがそれら

の問題にどの様に応用されるかについては，別の機会に

論ずるとしよう。

　最後になりましたが，著者と共にRiemann幾何学の

セミナーを持って下さった西尾克義先生ならびに，数式

処理について貴重な御意見をいただいた長本良夫先生に

謝意を表します。
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