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Piret’s　Cyclic　Convolutional　Code　and　Cressed　Product

　　　　　　Zmo’　TAKEDA　and　M　AKoTo　NisHiucHi

　　Ahstract．’　一　A　cyclic　block　c　ode　is　given　as　an　ideal　in　the　residual　polynomial　algebra　modulo　Xn－L－1．This

fa・t　bec・me　a　clue　t・ぬ・in舵nse　research・f　the　algebrai・血e・ry　f・r　bl・ck　c・des　in　the　lqst　tw・decades．0寮

the　coRtrary，　such　an　algebraic　construction　of　a　convolutional　code　was　Rot　fou’nd　until　recently．　G．D．

For”ey　［1］　filled　up　the　vacancy　and　gave　aR　algebraic　description　fer　a　convolutional　code　using　the　delay

operater　D　and　P．　Piret　i　2］　iRtroduced　and　discussed　the　concept　of　cyclic　convolutional　code　basing　on

Fomey’s　fonmuladon．

　　In　this　paper　we　give　a　cons£ruction　ef　a　large　linear　algebra　which　contains　the　set　of　all　code　werd

seguences　as　a　left　ideal　usiRg　£he　crossed　product　technique　fainiliar　in　the　ring　theory．　Thus　we　acquire　an

algebraic　system　for　a　cyclic　convolutional　code　corresponding　to　the　residual　poiyAomiai　algebra　for　the　case

of　cvclic　block　code．

1　序

　情報源から発生する情報記号の列をk個ごとのブロッ

クに区切り，符号器によってこれをπ偲の記号からなる

コード単語に変える符号化のプロセスについて考察する。

　　［ik－1，　ik　一2，…，io］→符号器→［Vn－1，　Vn－2，…，　VO］

　　　（情報記号）　　　　　　　　　（コード単語）

この符号を（n，々）符号という。符号はブロック符号

とたたみ込み符号の2種に大別される。

　1ブロックの符号化が，それ以前に符号器に送り込ま

れた記号列に無関係に，プロッグごとに遂行されるのが

ブmック符号であり，それ以前のいくつかのブn・クに

も関係して符号化が行われるのがたたみ込み符号である。

ブロック符号の方は原理的に単純なので研究が進み，現

在までの符号理論の文献の大部分はブロック符号に関す

るものである。しかし符号器の装置化の点では，ブロッ

ク符号では1ブロックの符号化が済むごとに符号器の内

容をクリヤーする必要があるのに対し，たたみ込み符号

では符号化を中断せず，連続的に実行できる利点をもっ

ている。

　ブロック符号では巡回符号が発見され，符号理論に代

数学の知識が活用されるようになって，研究が飛躍的に

進捗しているQすなわち

［vo，　vi，　’”，　vn－i］　一’　v（X）　：

　　　　　　　　　　　Voxn－1十v！X”一2十…十v　tt．i

によって，コード単語にコード多項式を対応させると，

巡回符号ではコード多項式の全体は，xn－1を法とす

る有限体上の剰余多項式環のイデアルとなる。この事実

がいわゆる代数的符号理論の出発点となる。最近までた

たみ込み符号にはこれに対応するような理論が無く，研

究の主題は，符号化のアルゴリズムが指定されている場

合の効率的な復号法についての議論であった。しかし

G．Forney〔1〕が遅延演算子Z）を含む代数系を用いて，

たたみ込み符号の符号化の過程をブm・ク符号のそれに
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類似した形式に表現することに成功して以来，たたみ込

み符号の代数理論の研究が盛んになっている◎P．Piret

〔2〕はこのブロック符号との類似牲をたどって巡回たた

み込み符号の研究をおこなっている。この論文では環論

における接合積の概念を用いて，Piretの巡回たたみ

込み符号列をその左イデアルとして含むような，ブmッ

ク符号の場合のxn－1を法とする剃余多項式環に相当

する，線形環の構成法について述べる。Delsarte－

Piret〔3〕の正規たたみ込み符号についても同じ方法

で，その符号語列の集合を左イデアルとして含む拡大環

が構成できる。

となる線形符号だから，行列

　　　　　　　　　　IOOOIOI

　　　　　　　　　　OlOOIll　　　　　　G　＝＝

　　　　　　　　　　oololle

　　　　　　　　　　O（）Olo1玉

を用いれば，符号化は謬G　・＝vすなわち

［V。，〃1，〃、，V，，コ〇二［V、，V、，V・，V、，・V・，・V，，V・］（＊〉

で与えられる。

　たたみ込み符号では普通符号器に々個の情報記号が並

列で入力し，それに対応するコード単語も並列で出力す

るものとする。下図は並列に2個の記号が入力して，3

個の記号が出力する（3，2）たたみ込み符号器の回路で

ある。

2　ブmック符号とたたみ込み符号

　ブロック符号の代表例として，（7，　4）Ha㎜ing符

号の符号化回路について述べよう。

4
参

ゲート

％

．
Z

％

％

十

り5・り2・リエ・り0

．，　v戟C　Vo エ
。
Z

2

Fig．　1
エ

Fig．　2

〔Vo，Vl，v2，v3〕を符号化しようとする，4個の0，

1の系列とする。ゲートを閉じてこの情報記号列を入力

すると，そのまま出力されるとともに，3個のシフトレ

ジスターに砺，v5，v6がストアされる。つぎにゲート

を開き，レジスターの内容を出力させると

　　入力　［Vo，　Vl，v2，　v3コー→

　　　　　　　　　　出力［V。，Vl，V、，V、，V、，・V，，　V，3

となる。この回路はGF（2｝係数の入力多項式

　　i（X）　＝　voX6＋vi　X5＋v2X‘＋v3×3

を　g（X）＝＝　X3＋X＋1　で割ったときの剰余

r（X）＝v4×2＋　vsX＋v6を計算するもので，（7，4）

Hamming符号はε＝〔V。，Vl　，　V2，V3〕をV＝〔V。，

Vl，v2，v3，〃4，v5，v6〕にコード化する符号である。

これは

　　　　　IOOO　一　1000101

　　　　　0100　一　eloo“l
　　　　　oolo　一一一一一一一etaF　ooloHo

　　　　　eoo1　一一一一一一e一　ooolo”

入力はベクトル列

g“　ww一　（…，　g’，，　i，，i2，…）　EiEi

で，出力は

。・［lll］1；；1］，［1：1］，・う

V　＝　（’”，　Ve，　V，，　V　2，　・一・）　ilgi

Cliilll；北D

である。この場合

　　io（D）　＝　’”＋ieoDe＋iioDi＋i20D2＋・・・…

　　g’i（D）　：…＋ioiDO＋iiiDi＋i2iD2“・…‘・

　　vo（D）　＝　…＋veoDe＋vioDi＋v20D2＋・・・…

　　vi（D）　：　’”＋veiDO＋v！l　Di＋v2iD2＋・・・…

　　V・（0）＝…＋V。2De＋V、2D’＋V22D2＋．、＿．
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と表わし

　　geo（D）＝　1，　gi　i（D）　：1，

　　ge2（D）　＝L’　1＋D2，　gi　2（D）＝1＋D

と置くと，入力と出力の関係は

　　vo（D）　＝　ie（D）

　　v，（D）　＝　i，　（D）

　　v2（D）　：　io（D）go2（D）＋ii（D）gi　2（D）

となるQあるいは行列を用いて

　　［ve（D），　vi（D），　v2（D）］　＝

　　［ie（D）・・i，（・）〕阿。）の）ll：1別

と表わされる。上式の右辺の生成行列は

G（D）　一一　［69　1：S2］

　　　　　＝　［6？1］’［800？］D“［880i］D2’

と行列係数のDの多項式で表示することもできる。

　一般に（n，k）たたみ込み符号ではその生成行列を

一一
w∵：｝∵1三1釦

その入力記号列，出力記号列をそれぞれ

　　i（D）　一nv　［io（D），　ii（D），　’‘’，　ik一一i（D）］

　　v（D）　＝：［vo（D），　vi（D），　‘”，　vn－i（D）］

とすると，符号化の過程は

　　　　　　V（D）＝i（D）G（D）　（＊＊）

で表わされる。ここで

　　　　　　m　”：　max　［deq．　gi］・（D）］

　　　　　　　　　t，　」

とすると

　　　G　（D）　＝’　Go＋Gi　D＋’”“GmDM

（Gi（0≦i≦m）はGF（q）の元のk×n行列）と，

行列係数のDの多項式に表示され，出力列は

　　〃プ（D）＝…＋VofDo一トび三ノZ）1＋v2／D2＋…

　　（vijEff　GF（q），　O　S　7’fneg　n－1，1　f　O，　±1，　±2，　…）

のとき

一i∴補⊥

［∴幽晦

ただし

　　・ノ（x）初∫。x”｝’物1　x”一2＋…一i－Vi。，1，

（〃ブ（X）eg　xn－1を法とするGF（q）上の多項式環

の元）と書き表わされる。

　たたみ込み符号の表示を用れば，ブロック符号はm＝

0すなわち生成多項式がDを含まない定多項式，G（D）

＝：　G。の場合と：なる。前述の（7，4）Hamming符号

は，4個の情報記号が並列に符号器に入力されるものと

すると，生成行列の形から，下のようなシフトレジスタ

ーを1つも含まない線形回路によって生成される符号で

ある。

　ブロック符号でも，たたみ込み符号でも，整理すれば

その符号化の過程は（＊）および（＊＊）とes　一の形式に

表わされるから，ブmック符号に導入された概念の中の

いくつかをたたみ込み符号に拡張し，ブcrック符号の理

2
ウ
0
婆

。
Z
・
塾
．
4
レ

　　　　　　　　　　り1

　　　　　　　　　　り2

＿＿＿＿

Q》　り　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　り4

　十一『『一一一一｝→　り5

　：十一　　　　一一　び6

　十｛》　り7
Fig．　3
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論に並行してたたみ込み符号の性質を調べることが可能

になる。

　3　巡回符号

　ブロック符号では，コード単語の全体をCとするとき

条件

　　［Ve，Vi，’”，　Vn－i］EC　fp

　　　　　　　　　　　［Vi，　v2，　’”，　vn－i，　vo］　（il　C

を満たすとき，巡回符号と呼び，符号理論の申のもっと

も重要な概念の1つになっている。たとえば前掲の

（7，　4）B：amming符号はその1例である。なぜなら生

成行列の第1行を巡霊的にシフトすると

〔1000101〕（第1行）→〔0001011〕（第4行）

〔OOOIOI　1〕（第4行）→〔OOIOI10〕（第3行）

〔0010110〕（第3行）→〔OIOIIOO〕（第2行＋第4行）

〔OIO◎111〕（第2行）→〔100Hl◎〕（第1行＋第4行）

となるから，これらの行の1次結合で表わされる任意の

コード単語について，その単語を巡回的にシフトしたも

のはまたこれらの行の1次結合となり，Cに属する。

　たたみ込み符号の表示法を用い，符号器から生成され

るコード単語列をV（Z））で表わせば，コード単語列につ

いて巡回性の条件は

v（D）　＝＝　・一・＋［；1　：，i一，］Do＋［11，　；’i一．，］Di＋

　　　　　［i・：ii一，］D2“…　Gc（D）

ならば

ガ（D）：…＋

VOI

VO2

Vo　n－1

Voo

∠）〇十

Vll

V12

Vl　n－I

VIO

∠）1十

となる。（ここでC（D）は符号器から生成されるコー

ド単語列全部の集合とする。）

　ズー1を法とするGF（q）上の剰余多項式環の元を

　　Vノ（X）＝〃ゴ。X””1＋V／1X”“2＋…＋〃ブ・一1

とすると

　　X・∫（X）＝Vブ1X”一’＋Vi・X””2＋…＋・ゴ・一1X＋かゴ・

であるから，巡圓符号の性質は

　　v（o）＝xVi（x）Dノ∈c（o）⇒
　　　　　　ブ＝一。。

　　　　　　　　　　ジ（D）＝Σx〃ゴ（x）Dプ∈c（D）
　　　　　　　　　　　　　　井一。・

と表わされる。

　たたみ込み符号でもコード単語列er（D）はブmック符

号のときと同様に表わされるから，上と同じ条件で巡回

たたみ込み符号を定義することが考えられる。しかし，

P．Piretはこの条件を満たす巡回たたみ込み符号は生

成行列にDを含まず，実質的にブrsック符号に等しいこ

とを証明している（4〕。そしてrrをnと素な正整数とす

るとき条件

　　　　　　ぬ　v（D）・・．，y．　・ブ（x）Dゴ∈c（D）⇒

　　　　　井一。。

　　　　　　　　　v・・T（D）：：Σxπノθブ（x）Dノ∈c（o）

　　　　　　　　　　　　　嬬一・。

によって巡回たたみ込み符号を定義することを提唱し，

その性質を調査している（2」。たとえばπ＝2，”＝

奇数のとき上述のV（D）に対して

vπ iD）＝…十

V14

V15

V　OI

VP2

Von　一1

Voe

∠）oも

Vln－1
　　　D2－i一・
VlO総
1

V12

V13

θ切＿1

v重o

Vil

Di　十



武田，西内　Piretの巡回たたみ込み符号と接合積 171

となる。π＝1の場合には前述のU＊（D）と一致する。

　以下でPirctの巡回性の定義の意味づけを考察する。

　4　線形環の接合積

　αは体Pt上の線形環とする。すなわちx，　y（ii　or，a，b

EI　Fとするとx，　yの和x＋y，積xgとスカラー倍ax

が定義されてつぎが満たされるものとする：

（AO）

（Al）

（A2）

（A3）

（A4）

（A5）

（A6）

（A7）

（A8）

（A9）

x＋yGI　or　，　xyG　or，　a　xEI　or

（x＋y）÷a＝x÷（y＋g）

x＋y＝＝yff－x

ヨ0：x＋0＝＝　x

∀xヨーx：謬÷（一x）＝O

a（x＋y）＝＝　ax＋ag

（a＋b）x　＝a　x＋bx

（ab）x　＝a（bx）

lx　＝x

（xg）2＝：x（ye）

　（AIO）x（ay＋ba）＝a（xy）＋b（・xz）

　（All）（ay÷bx）x＝＝a〈yx）＋b（2x）

更に

　（A12）　xy＝g2
が成り立つときewは可換という。

　F係数のXの多項式

　　P（X）＝aoX”＋aiX”一’＋一・＋an　（aiEF）

の全体F〔X〕は通常の多項式の和，積，スカラー倍に

関して体F上の可換な線形環である。またF係数のn－

1次以下の多項式の全体をFπ〔X〕，g（X）をn次の

多項式として，通常の和，スカラー倍のほかに，積を

　　　　P（X）・q（X）　mod　g（X）

で定義するとPn〔X）も体野上の可換な線形環となる。

これを9（X）を法とする体F上の剰余多項式環という。

　線形環αからαへの1：1写像σ（¢εαの像をxa

で示す）がつぎの条件を満たすときに，σをαの自己同

型写像という：X，YGire，　a∈Fに対して

　　（x十y）σ瓢芳σ＋〃σ，（ax）σ瓢ακσ，

　　吻）σ＝吻σ

mの自己同型写像の全体をAut（m）で示す。σ，τ∈

Aut（’C」｝）のときその積を

　　aT：　x一一一一．　tgr　：（xa）r

で定義すればστもまた。の自己同型写像である。そし

てこの積に関してAut（or）は群となる。この場合

Aut（or）の単位元は恒等写tw　eであり，σの逆元は

逆写像

　　　　　一i．　Ho　　　　　σ　　・　劣　　一＞　x

である。Aut（cr）を線形環orの自己同型群という。

　以下Gを任意の有限群，eをその単位元とし，σを群

GよりAut（ee）への準同型写像とする。すなわちσ②

はGの元gに対応するαの自己同型写像でつぎを満たす

ものとする：

a（gh）＝a（g）a（h），　a（e）＝：c，　a（g－i　）　＝a（g）一1

・によるGの像・（のミ｛・（9）19・G｝はA・t（61　）

の部分群となる。

　ge　Gより線形環αの自己同型群Aut（cu）への準同型

写像σが与えられると，つぎのようにしてσを用いてor

の拡大環をつくることができる。

　mの拡大環の構成

　有限群0上で定義され，線形環αに値をとる関数で，

Gの特定の元lzで値Xhを，その他の元では0をとるもの

をκん　Xhと表わし，単項関数とよぶことにする。　G上で

　．　，　．　．　甲　腎　．h　．　．　騨　　，　r　．　．

　　　　　　C
　　　（eV　X　・hXhのグラフ）

　　　　　Fig．　4

定義され，点gで値％をとる一般のm値関数はこのよ

うな単項関数の和で表わされる：

　　UeXe＋agXg＋UhXh＋’’’’”Ei‘ISgUgXg

G上で定義されたα値関数の金環を｛｝α（G）とし，その

2つの関数の和とスカラー倍を

　　．ndY一　ec　g　x　g＋　一Y：，J　a　g　Y　g　＝：　・：L　ac　g（Xg－lmm　Y　g），

　　g　’　一　g　　　　　　　　　　　g

　　α弓塀・；孕・（aXg）（ασ）

と定めると，寳α（G）は（AO）～（A8、）を満たし，

体F上の線形空間となることは明らかである。さらに群

Gからmの自己同型群Aut（or）への準同型写像σが与
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えられていると，積を定義して9α（G）を線形環とする

ことができる。そのためにまず単項関数に対しては

　　　　　　Ug　Xg’UhYh　＝”　ecgh　xOg（h｝　yh

と定める。このとき結合律

　　　Ug　Xg　（Uh　Yh’eck　ah）　＝＝　（UgX’g’Uh　Yh）as　fe　gk

が成り立つ，なぜなら

　　　（ecgXg’achYh）UkZk＝：（Ughxag（h｝yh）ackgk

　　　　　　　　　　　　一一　ughk（xg（h｝　gh）“｛k｝　gk

　　　　　　　　　　　　＝　aCghk（κ多㈲σ｛た｝鑛㈲）9h

　　　　　　　　　　　　＝物勲錫微｝∬多（k｝　Zk

一方

　　ecgXg（UhYh’ackZk）　i＝　UgXg’Uhk　YOh｛k｝　gk

　　　　　　　　　　　　二％9ゐ々場（㈲yZ｛k｝Zk

また

　　　　　　ece　1’acgXg　＝　acgXg　＝　Ugxg’Uel

である。実際

　　　　　　　ecel’agXg　：　Ug10（g｝xg　＝：　agxg

　　　　　　　UgXg’Uel　：UgXgl＝UgXg

ただし

　　　　　　　ugxg’uh　yh　＝：　acgh　xZ（h）　yh，

　　　　　　　echYh’ecgXg　＝＝　“hg　YZ｛g｝　Xg

となるから，群Gと環αが可換であ6ても，この積は一

般には可換とならない。

　寳α（G）に属する一般の関数に対して積を

　　　　iUgXg’iUggg　”　sY　agXg’　yYachYh

　　＝ぞ（xY　・…錫｛ん｝筋）禮（劣・・略鍵｝・筋）

　　＝馳・（男弓場ん）　　　　　（＊＊＊）

と定めると・積の結合律と分配率が成り立ち，簿α（G）

はUe1を乗法の主単位元とする体F上の非可換な糠形

環となる。

結合率（A9）

（IYUgXg’ 魔xUgYg）●ンρ9ρニゼ％・κ9（ぞ塑9辱馳999）

証明

（・gSUgXg’一Y2；UhYh）’・kY；ack2k：・iYi　Ug（xYXZIh’・一）i　Yh）t‘YI　Uk21e

　　　　　　　　　　　　　＝IY　Ug（ぞ（ゼ礎1ガ・Yh）a〔k｝　・・）

　　　　　　　　　　　　　＝ぞ4・（置場暦学㈲9・）

一方

iUg　Xg’（f7　Uh　Yh’IYUk　2k）　：　vYecgXg’xY　ech　（｛　yZ｛kh一）i　gk）

趣・（男均勢（ぞ翻・・））一翌u・ぞ（賓礎・躍・・）・・

二孕，犀（馳獅ト・瞬㈲）Zk

分配律（AlO）

Eecg　Xg（a　Eug　yg十b　q　ug　gg）＝：

　g　一　一　g　　　　　　　　　　g

　　　　　a（‘”Yn　UgXg）（　‘：Y－in　ecgYg）＋b（　」1！Z　Ugxg）（　一：Y”一　ug2g）

　　　　　　　g　　T　T　g　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　一　一　g

証明

　　』ΣZ4gX9（aEε4999）＝二　a（“yZ49×9）（ΣaSgZ／9）

　　　　　　　　　　　　　　　g　一　一　g　　　g　　一　一　g

は明らかだから，a　・b＝1の場合を証明する。

　　孕9κ9（万24海Yh十Σ％ゐZhh　　V　h）驚弓％ρκガゼ協（yh＋9h）

　　＝聖・（Σ熾生｝1飾」；）＋ゼ％（弔κ鍵｝1・・）

　　二（X一　Ug　Xg　g）（孕卿・）＋（弓殉距9）（蕩媚々）

同様にして分配率A（．11）も証明される。

　簿α（G）の部分環｛aCealaε　or｝はαと同型だから，

寳α（G）はαの拡大環である。この拡大環をG⑭σa

で表わし，σについてのαの0による接合積というQ

　注意　線形環αの元でαの任意の元と可換なものの全

体をαの中心といい，Zで表わす。αが可換なときには

or　＝＝Zである。群Gの元の任意の組（g，　h）に対して定

まるZの元a　y．hが

　　　　　　　　　　g｛k｝
　　　　　　　　　　　　＝＝　ag．　hfe　ah，　k　　　　　　　agh・ko9沸

を満たすとき，｛ay．ん｝を因子団という。因子団を馬

いれば上述の接合積の定義をもっと一般化することがで

きる。単項関数の積を

　　　　　　　agxg’Uhgh　＝：　ughxaggh｝　yh
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の代りに

　　　　　　　　　　　　a｛h｝
　　　　　　　　　　　　　　Yh　　ecg　Xg’Uh　Yh　：　Ugh　agk　Xg

と定めても，積の結合律が成り立つ。実際

（Ug　Xg’ach　Yh）’Uk　zk　＝＝　（ecgh　ag，hxagt　h｝　yh）・嬬、

箆忽9ゐ々agh，　k（ag，綴多｛海｝Yh）σ㈲9々

＝Ug触σ9ん，々α多1㍑倣1露㈲9々，

Ug・Xg’（uんyガUk・Zk）＝嚇9・Uh々α励誠（々）2k

＝u，々吻姫ah，k　x多圃yZ｛々｝9々

この単項関数の積を基にして，G上のα値関数の積を定

義すると，このような関数の全体は線形環となる。これ

を肝剛・妙｝について（D・・rのGlこよる飴積とい

う・いうまでもなくay．h　＝＝1のときが本文の場合であ

る。

　以下この論文では因子団をもつ場合の接合積には言及

しない。接合積については文献〔5〕，〔6〕，〔7〕参照の

こと。

　5　整数墨跡による接合積

　Gが無限群のときには，線形環がトポロジーをもつ位

相環でない限り揃節（＊＊＊）嚥飾罵無｝・・

に意味をもたせることができず，したがって前節の定義

のままで接合積0⑭σαをつくることはできない◎しか

しG＝＝　Z（整数の加群）の場合には拡大環を構成する元

にわずかの制限を課すことによって無限和を有限和に変え，

有限群の場合ほとんどそのままに接合積を定義することが

できる。｛㌔（Z）は群Z上で定義され，線形環。に値

　　　　　のをとる関数。～．。aCnκnの全体とし，9も（z）は｛蚕α（Z）

の関数のなかで条件
　　　　ヨn。：n＜n。一　　κn・・0
を満たすものの全体とする．鴨（Z）の麟をS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　に　　アみり
Un、Xnで表わす。寳α（z）が体R上の線形空間となり，

寳乙（z）がその部分空間となることは前節どまったく

同様であり，単項関tw　Uy　XyとUhYhの積も前節と同様

に定義するQこのとき魯＆（z）に属する関数には前節

（＊＊＊）によって積が定義できる。なぜなら

　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆゆ

　　　2u。XnJΣu・ynε8i＆（z）
　　n＝no　　　　　　nPt　IYIo

に対して（＊＊＊）の獅駕瑠蛎。≦廃簡・。を

を満たす魏でだけ非零となりうるので

（無限和）努多纏伽＝
　　　　摺謂騙◎Q

｛漁）潮謡二淵

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
となり，積の定義式が意味をもち，Σπ耀．・Σ

e、。，nは9＆（z）嘱する。　n”　no　鴨

　このように積の定義された線形環｛致（z）をmのZ
　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
による接合積と呼び，Z⑭σαで表わす。単項関数

u。　x。（x。εα）の全体はαと同型なZ⑭σ㎝の部分環

となるから，Z⑭σαはαの拡大環である。

　6　剰余多項式環F。〔X〕の自己同型写像

　Fπ〔X〕はn次多項式xn－1を法とする体F上の剃余

多項式環とする。Fn〔X〕の元は次数n－1以下の多項

式

　　x＝＝aoX”“一i＋aiX”一2＋・・一＋a．一i　（aiEI7）

であるQπはnより小さい正整数とし，σはFπ〔X〕よ

り自分自身の中への写像

　G：　x＝aoX”ri＋aiX”rm2＋一・・t－an－i　一“一一一＞

　　　　　　　xa　＝．r　aoX（’t　“’i｝”＋…＋a．一i

とすると

　　（κ＋ψσ…・　xσ・i．ya，（ax）σ辺κσ（αeF），

　　（xg）O　一一：　xgya

が成り立ち，σは準同型写像である。特に

　補題　πとnが素のときかつそのときにのみaはFn

〔X〕の自己同型写像である。

　証明　（π，n）＝＝　1のとき整数r，　sが存在して，

rF＋sn＝1となる。したがって7π遷1（mod．n），

rはmodnでπの逆数となる。そこで正整数tに対し

て’π藻0（mod．n）であればt　i－E…　O（mod．n）とな

る。

　いま0≦P，q≦n－1に対して

xPn　iiiE　xqrr　（mod．　xn－1）

とすると，（p－q）π≡0（mod．n）よりp　・＝qとな

る。したがってp戦qのとき
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　　　　　Xρπ…羊…xgπ　　（mod．　X”…1）

これはσが多項式コじの係数の置換を惹き起すことを意味

するから，σは1：1写像で，刃π〔X〕の自己同型写

像となる。逆にσが自己同型写像のときにはrrr・E　1

（mod．n）となるrが存在するから（π，n）・1である。

　σを上述のような整数πによって定義された線形環

鑑〔X〕の自己同型写像とすると，写像

　　　　σ：整数ブ　一σ（7）篇σブ

は整数加群3から，群Aut（鑑〔x〕）の中の，びを生

成元とする巡回部分群への準同型写像となる。したがっ

てこの準同型写像によって接合積2⑭σFn〔X〕をつく

ることができる。Piretの巡Wt　i一ドの記号と一致さ

せるため謬⑭σ刃π〔X〕の単項関数をUn　Vn（X）の代

りに1）nvn（X）と表わすことにすると2⑭σアn〔X〕

　　　　　　　の一maの元は黒Pブリ（X）と劾され・これ騨項

関数Daxを左乗ずると

　　o・x・．s　D」，ノ（x）：，S　D」x・ブ・ブ（x）

　　　　］＝no 　1＝”ne

＝野D／x・ゴvゴ（X）
ブ需”。

となる。これはPiretが定義した巡銀魚にほかならな

い。また

　の　。ΣDアvi（x）EI　c（D）
　ゴ堂ηo

　　　　　ブ＝πb

．
　　　　D・．”Y　Dfvi（X）　＝＝　．．，Y，　D」＋i　vf（X）EiC（D）

　　　　　　　　　　　　　戸πo

だから，C（D）の元にZ⑭σFn〔X〕の任意の元を左

剃すると，その積もまたC（D）に属する。　このことは

Piretの巡回たたみ込み符号のコード単語列の全体《ア

（D）が接合積Z⑭σFn〔X〕の左イデアルであるこ

とを意味する。

7　正規たたみ込み符号

剰余多項式環Fn〔X〕の2．元の積は

（n一一1．Ynt　ai　xn一：i＝o）・能1礎う一蒙1（芝1・・δのx・

である。ここで係数ai，切の添字i，ブについての計

算は常にnを法として行なわれるから，上式を位tw　nの

巡回群，すなわちnを法とする整数の加ge　Zn　・＝｛0，1，

…．n－1｝で定義された関数についての積と解釈する

ことができる。この見地より剰余多項式環Fn〔X〕の構成

は一般の有限群に対して以下のように一般化される。

　Gは有限群とし，Gの元gでayεRを値にとる単項

関数をagXy，　G上で定義されFに値をとる一般の関

数を単項関数の和Σyay　Xyと表わすことにする。

　　X＝・：ny，　ag　Xg，　Y＝“YbgXg，　CEpt’

　　　　g　一　　一　g

に対して，和，スカラー倍，積を

　　X＋Y　”＝　t（ag＋bg）Xg，　cx　：｛　（cag）Xg，

　　x’y　＝：　t　（a　ah　bgh－i）　X，

と定めると，評π（X）の場合と同様に，このような関数

の集合EY　F・（G）は線形環となる。この線形環をge　Gの

群環というQ群環は接合積の特別な場合，すなわち

α　・・　Pt，σ（g）一eの場合と見ることができる◎

　鑑〔X〕の場合πをnと素な整数とし，

　　　　　び：　k一々π
によって群2πの元の変換を定義すると，k，　h∈Zn

に対して

　a（k＋h）＝　（le＋h）z　＝　ha＋ha　＝o（k）＋g（h）

　　　　　kNh　一　o（h）￥　e（h）

が成り立ち，σは群Z箪の自己同型置換となる。群Zπ

の自己同型置換σは前節で述べたように

　　　　　ガ　ス　　σ：x　・＝　£ai　xi　－
　　　　　i＝o

　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　ガ　ユ
　　　　　　　　　　xσ　・Σのxσω＝拶ai　xi・
　　　　　　　　　　　　　ピ＝O　　　　　　　　t＝＝e

によって群環Fπ〔X〕の自己同型写像にまで拡大され

るQこの事実は一般の有限ge　Gの場合にもまったく悶様

である。aをGの自己同型置換とするとσ（g・h）＝

σ（g）・σ（h）を満たし，グiが存在してこれもGの自

己同型置換となる。このことからσによる群環寳ア（G）

の元の変換

　　x＝：　一：t　ag　Xg　D　xa　＝Eag　Xa（g｝

　　　　　g　一　　一　g
は群環の自己同型写像となる。実SC　Gでは逆置換σ一1が

存在するから，8i　．（G）の変換σは1：1，写像であり，

条件（x・y）σ＝忽σ・〃σはつぎのように確められる。
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　　　・σず錫・・x…ド弓∂・x・・9・

　　　　　　　　＝：　‘t　ae一“’（g｝　Xg’　」‘YJA　bami（g）　Xg

　　　　　　　　　　g　一　　一　　g

　　　　　　　　＝弓（署・σ禰∂ゲ1…ゴ・納）Xg

　　　　　　　　　：ΣΣ轟∂グ・｛9｝ゐ一・Xg

　　　　　　　　　　g　h

　　　　　　　＝　g（A：Y」h　ah　bgh－i）X．｛g｝　：　Cx・y）a

群環の自己同型写像σが与えられると，σ（の＝・・　aiと

して整数加群∬から自己同型群Aut（鶏（G））への準

岡型写像が定義できるから接合灘⑭・卸のがっ

くれる。コード単語列がこの接合積環のイデアルとなる

たたみ込み符号は巡回たたみ込み符号の一一ma化となる。

Delsarte－Piret〔3，〕が正規たたみ込み符号と名

づけたものはこのように構成された符号とちょうど一致

する。
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