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　　Ahstract　一　We　coRtinue　the　investigation　on　measure　valued　derivations．　Decomposing　such　a　deriva－

tion　into　three　parts　一一一　absolutely　continuous　paft，　contiRueus　singular　part　and　discrete　part　一一一　we　study

in　the　present　paper搬a血1y出e　discrete　part．　Especially　we　show　that　a益y　discrete　part　ca難not　be　a　clQsed

derivatioR．　1？inally，　it　is　shown　that　our　staRdard　derivatioR，　a　natural　closed　exteRsion　of　the　derivation

一£tT，has　no　more　any　closed　extension．

　1．単位奪合　1＝［0，1〕上の連続関数全体に一様

収束ノルムを与えだC＊環をC（1）で表し，C（1）上の連

続線形汎関数すなわち1上のRadon測度全体（1上の有

界正則なBore1測度といってもよい）の全体をM（1）で

表す。関数や測度はすべて実数値とする。このときM（1）

は半開区聞（O，1〕で右連続かっ／（0）＝・　Oなる有界変

動関数f全体の空間とM（1）⊃畠！←→・ガによって同

一一
汲ﾅきる。M（1）はノルムIIμll＝sup｛1μ（g）1：｛ゆli

＝1｝によってBanach空間であり，　ev　G…C（1）とμe

M（1）との積αμ∈M（1）を

（apt）（g）　＝＝　pt　（ag）

　　　　＝＝＝　fa（t）9（t）pt（dt）　（9EC（1））

によって定義すれば，M（1）は環C（1）上のBaitach　hR群

（HαμU≦IlαIHIμll）であるQ従って線形写像

δ：C（1）→M（1）について微分律

6（aP）　＝　P5（cr）＋a6（P）　（a，　PeiC｛V）

はM（1）における等式として意味をもつ。［7コにおいて

このようなδを1上の微分とよぶことにした。Banach

環kから濯一加群への微分については［2］，［3］，［4コ

などにも幾つかの結果が示されている。なお，δの定義

域2（δ）がC　（1）の稠密な部分環であることと定数関数

を含むことは仮定する。〔7］においては［6］に倣って閉

微分の幾つかの性質を示したが，さらに考察を続けるこ

とにする。

　1上のLebe　sgue測度をmで表す。μ∈M（Dはすべ

ての1点集合Eに対してμ（E）＝0となるとき連続で

あるという。またm（E）＝0・なる集合Eに対して常に

μ（E）＝Oとなるときμは絶対連続であるという。μが

m（Eo）＝0なる或る集合Eoの上に集中していると

きは特異であるといい，特にEoが高々可算集合である

ときはμは離散的であるという。任意の測度μ∈M（1）

は

μ（忍）＝A（E）＋s（E）÷D（E）　（E：m可測集合）

の形に一意に表すことができる。ただし，Aは絶鰐連続，

8は連続かっ特異，Dは離散的な測度である（［8］）。

いま1上の微分δに対し測度δ（α）（α∈O（δ））を

絶対連続部分A（α），連続特異部分8（α），離散部分D（α）

に分ければ，αにこれら3種の測度を対応させる作用素

．A，S，Dは明らかに線形であり，しかも微分律を満た
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す。実際δの微分律により，　cr，β∈の（δ）に対し

　　A（aP）＋S（aP）＋D（crP）

　　　　＝P（Aa＋Sa＋Dcr）＋a（AP＋SP＋DP）

であり，絶対連続，連続特異，離散的の各性質は連続関

数を乗じても変わらない（測度0はどの性質も持つとす

る）から，両辺の各部分を比較することによってそれぞ

れの微分律が得られる。従って以下においてδを3っ

の部分A，S，　Dに分けて考えることにし，今回は主

としてDを考察する。

　2．先ず離散測度値の部分Dを考察する。簡単のた

め，測度μの1点｛α｝に対する値μ（｛α｝）を

μ｛α｝と略記することにする。

　定理i．　（［6］1，2．1）の⑦）＝・　C（1）ならばDは恒等

的に0である。

　証明．α∈C（1）と任意のaeIに対し

　　a－cr（a）1＝e－rp

をξrp　＝0なる正の関数ξ，ηへのいわゆる」◎rda簸

分解とする。

　　8（a）一rp（a）　＝　｛a－a〈a）1｝（a）　＝　e

だから　ξ（a）驚η（α）；0　である。そしてD（1）＝0で

あるから

　　D（a）＝D（a－cr（a）1）

　　　　一D（〉停・一巧・）

　　　　・2｛、蕉D（海）一》v－Trp　D（万）｝

よって

　　D（a）｛a｝＝：2［fi6（）D（一e）｛a｝

　　　　　　　一　vlrpiiZiJ（　）D　（　vi－Trp　）　｛a｝］　一〇

従って　D（α）＝0，すなわちD∈Oである。

　この証明は［6］などと同じroutineなものであるが，

［3］，E2コによればC＊一環4全体からBaRach．d　r巨群

への微分は常に連続であるから，後述の定理4によって

も上の定理は得られる。

　離散測度値の微分の典型的な例は［7］の定理4に関連

して述べたものがある。すなわち1点α∈1における

Di　rae測度をεaとして

　　D（α）こα1（a）　ea（α∈cl（1））

によって定義される微分Dである。ただし［7］でこの

．0を閉微分の例としたが，Dは閉ではない。例えば

　　　　　　1
　　cr．（t）＝；sllt　nt，　a＝＝O

とすれば，η→◎Gのとき　α％→0，D（αn）→εo≒

刀（0）だからであり，Dは可閉ですらない。実はこれ

はどの離散測度値微分に対しても成り立つことである（定

理4）。

　離散値微分Dに対しD（α）｛a｝≒・0なるα∈の㈲

が存在するような点αの集合をADで表すことにする。

　定理2．離散測度値微分Dはのの）＝　ci（1）でかっ条件

　　αノ（α）＝0　ならば　D（cr）｛α｝；0　　　　　（1）

を満たすならば

　　鋼＝Σ。C。αノ（・。）ε・。（aeci（1））　（2）

の形に表せる。ここでAD＝｛αn：n＝1，2，3，…｝

は1の高々可算個の点，　｛（］n：n；1，2，3，…｝は

0を含まないΣnlCnl＜。。なる実数列である。

　証明．｛αn｝，｛Cn｝が定理の条件を満たすならば，

αG　C1（1）に対してαノも有界な関数だから（2）の右辺は

有界測度を表し，Dが微分律を満たすことは明らかだ

から（2）はのの＝C1（Dの離散測度値微分Dを定義し（1）

も成り立つ。

　逆に．D　O）　・＝　ci（1）でかっ（1）を満たす離散測度値微分を

Z）≒Oとして，ADから1点αを選ぶ。条件（1）によっ

て任意のcr　E　cl（1）に対し

　　1）（a）　｛a｝　；σααノ（α）εα　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

とおける（αノ（α）＝0ならCαは任意でよい）。　いま

α！ iα〉≒・0，βi（α）・≒0なる任意の2つの関数α，β∈

C1（1）に対し　αノ（α〉；　llβ！（a）（kは定数）　とすれば，

Z）の線形性により

　　D　（　cr　be　kP）｛a｝　＝＝　C．cri（a）　e　a”　Cff　kP’（a）　s　a
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＝（c・一　Cfi）αノ（α）εα

（1）により左辺は0だからCα　・　Cfrである。よって（3）

のσαはαに無関係な定数であり，右辺は微分律を満

たす。（2）は（3）のαeAo全体に関する1次結合である

が，特に関数α〈t）　：tを考えればDα＝＝　Xπ　C％　eα鷺

となり，これが有界測度であるためには｛an｝は高々

可算個でXn　Cnは絶対収束でなければならない。

D（aT　Br）　｛a｝　＝＝D　（aP　）．　｛a｝

　　　　　　　　＝＝（aP）’（a）

　　　　　　　　＝α（α）β’（α）εα十・β（α）αノ（α）εa

　　　　　　　　＝a，（a）D（tE）．）｛a｝＋PT〈a）D（a．）｛a｝

によって確かめられる。

　この手法を用いてC（1）の任意の関数が或る自明でな

い微分の定義域に含まれることを示そう。

　この定理の条件（1）は不要かも知れない。上の証明には

Dの微分律を用いていない。Dが閉微分ならば（1）が不

要であることは〔7］の定理4によって分かるが，下の定

理4で示すようにDは閉微分では有り得ない。簡単の

ためa＝＝　Oとして，α∈C1（1），α（O）　＝＝　a’（0）＝0のと

きvi“Zir∈び（1）となるならば，定理1の証明と同様にし

て（1）が成り立つことが示せるが，それには反例　αω＝

t4　sin2（1／のQ≒o），α（o）：oがある。［5］のProp．

1。1も値域がC（1）でない上の定理には適用できない。

なお，cl（王）はノルムllα　lld＝＝Hαll＋ilαノilでSilov

環になるから，αが点αの近傍で0ならばD〈a）｛α｝

＝：　eになる（［7］定理3の翻参照）・また幾αω／

t2　・oならばD（a）｛α｝＝Oとなることが分かる。

　定理2での（D）＝＝Cl（1）としたが，（2）は関数αが各

点anで有限な右（または左）片側微係数を持てば定

義できるし，そのような連続関数全体を定義域としても

Dが微分になることは明らかである。

　また離散測度値微分の中には点α∈ADで片側微分

可能ですらない関数でも定義域に含むDがある。いま

τを1の同相写像としατa　C（1）を

で定義し

a．（t）　＝a（T’（t））

Ci．（1）　＝＝　｛a．：aECi（1）｝

とすれば，一般にはその中には或る点で片側微分可能で

すらない関数も含み得る（例えばτ（彦）瓢VT，α（t）・・t

とすればατω縦vTは　tr・　Oで有限な微係数を持

たない）。ところがαeIに対してτ（α）＝αならば

1）（ατ）｛α｝＝σαノ（a＞εα　（Cは定数）

で定義されるDはの（D）＝＝　c　1τ（1）となる微分である。実際

の（D）のC（Dにおける稠密性とDの線形性は明らかである

し，微分律は

　定理5．任意のαo∈C（1）に対してαoeの（D）なる

恒等的には0でない離散測度値微分Dが存在する。

　証明．定数関数を加えることによってαo（0）；0とし

てよいし，またDは0における離散測度値の微分とし

てよい。

M（t）　：max　｛1　ae（s）1：　O｛；li；　s　EEII　t｝　＋　t

は狭義単調増加関数だから逆関数M－1（t）が存在してそ

れも狭義単調増加であり，従ってM－1（t2）は班騨1（孟3）

＜1なる或る　言061に対して区間［0，t。コと［0，

M－i（孟♂）］の間の同相写像である。それを1→1の

同相写像τに拡張しておく。任意のα∈C（1）に対し

て

a，　（t）＝　a　（　2’（t））

と定義すれば，特にαoτに対しては　t≦teならば

　　laoT（t）1＝lae（M一’（t2））1－sM（Mnti（t2））＝t2

であるから

OS　lim
　　t一　＋o

1　aeT（t）　1

t
S　lim　t＝O
　t一〉＋o

すなわちαGτは点0において右側微係数0をもつ。そ

こで

。z＞（刀）＝｛αeC（1）：ατは0で右側微分可能｝

として

D（aj　｛O｝　＝＝　a，’　（O）　eo

によってDを定義すれば，特にαo∈の励　である。

また関数α（t＞＝＝〉⑳に対しては0の近傍でα．〈t）＝：

tとなるからD（a）｛0｝＝εo，すなわちDは恒等的

には0でない。
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　定理4．　0以外の離散測度値微分Dは可閉微分であ

り得ない。

　証明．α｛Ei　ADとし，αo　ff　h（D）に対してD（αo）｛a｝

≒0とするQ　αo（α）＝・　Oとしてよい。n＝1，2，3，…

に対して

　　　　　　l　　　　l
U．　＝（ain　一，　a＋一）　fi　I

　　　　　　η　　　　　　　口

恥［・一
B÷ズ・＋　t“t］∩1

とすると，Dが閉ならば［7］の定理2によって各　x

に対して

　　P．1　Ug　一一　O，　P．1　F．”：1，　O　mu：E｛；　P．ndf｛g　1

なるβ％e∂（刀）が存在する。このとき

　　αoβ％しZ7％＝＝αolFπ，αoβπ1こ召望＝0，

　　1　oro　Pn　H　Un＄1　cro　H　（lfn

であるから，n→c・のときαoβ？、→0である。一方

［7コの定理3によってD（αo）｛α｝はαの近傍におけ

るαoによって決まるから

　　D（cro　P．　）｛a｝　＝＝D（ao）｛a｝tc　O

　　　　　　　　　　　　　　d
の値域M（1）におけるノルムと一の値域である　C（1）
　　　　　　　　　　　　　　砒

における一様ノルムとは異なることは注意を要する。

　dは閉微分であるが，一般に閉微分δ　については定

理4により離散測度値の部分を含まない。従ってその値

δαに対溢する有異変動関数は連続となる。すなわち

α∈o（δ）に対してδα一αβとなるようなβ（≡CV（1）

が定数の差を除いて唯一っ定まる。

　［7］において標準的な微分♂について，その閉拡張

が存在するか，という問題を提起した。C（1）→C（1）の

閉微分の閉拡張は常に一般Ca批or関数をその閉微分の

核κ（δ）に付け加えるものであることと，dについて

は一般Cantor関数がD（d）；C＞（Dにすべて含まれて

しまうことから，dには閉拡張は存在しないだろうと推

定されるが，dの値域がM（1）であることやM　（1）と

C（1）の位相とが異なることからもそれは自明とはいえな

い。

定理5。標準的な閉微分4は閉拡張を持たない。

　証明。δをdの閉拡張であるとする。α6の（δ）に

対し上に注意したようにδα一el　Pとなるα∈ECV（1）

が存在し

5（a－P）　＝＝　5（cr）一　S　（P）　＝＝　dB　一　dB　＝：＝　O

となる。よってDは可閉であり得ない。

　微分の理論の中で興味があるのは閉微分であり，この

定理によって閉微分には離散測度値の部分は含まれない

ことになるから，離散測度値微分の考察はこれで終える

ことにする。

　5．［7］で述べたように測度値微分の標準的な例は連

続な有界変動関数αにStieltjes測度4αを対応さ

せる作網素4である。すなわち1上の連続な有界変

動関数の全体C＞（1）はC（1）の稠密な部分環であって，

αe…C＞（1）に対応するStieltjes測度dαとは

　　dev（［a，　b］）：＝　cr（b）一a（a）　（［a，　b］CI）

によって生成される測度であるが，このときの作用素d

：CV（1）→M（1）は閉微分である。α∈C1（1）ならばdα

講α！ ﾖ霞　となるから，dはC1ω　を定義域とする微

　d分一：C（1）→Cα）の自然な閉拡張である。ただしd
　砒

となるからcr　一β∈K（δ）。よって

　　．z）（6）　＝　C　V（1）　＋　K　（S）

となるから，4の閉拡張はあるとしてもその核　X（δ）

が広がるだけである。δが閉であるからX（δ）はC　（1）

の閉部分環であり，そのスペクトルをXとすれば連続

な全射φ：1→XでK（δ）謙φ◎（C（X））となるものが

存在する。ここでφo：C（X）→C（1）は∫eC（X）に対し

て（φ◎∫）（孟）鵡！（φω）によって定義される。従って，

x∈Xに対して1の2点α，bがφ一1（x）に属するな

らば，α　ffK（δ）に対しては常にα（α）＝＝α（b）となる。

α〈bとするとさらにαex（δ）は区間［α，　b］で定数

値をとることを示そう。定数関数を加えることによって

α（α）鵡α（ろ）＝＝　Oとしてよい。任意のβ∈C1（1）に対し

て

　　　　　　　　　　　　オ　　γ（t）　＝＝一　cr（t〉β（孟）＋∫　α（孟）β’（孟）（沈

　　　　　　　　　　　0

とおけば，cl（Dではδ＝4であるから
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　　δ（γトS（a）P一・δ（β）＋δ（4αβ圃

　　　　　me・一〇・β一αdβ＋αβノdt　：0

　すなわちγ∈K（δ）であるから

　　　b　　∫　αβノClt　＝｛γ（b）＋α（b）β（b）｝一｛γ（α）＋α（α）β（α）｝

　　　a
　　　　　　　　＝r（b）一r（a）　＝O

となる。これはαが区間［α，b］上の任意の連続関

数と直交していることを示しているから，αは［α，b］

上で常に0である。

　結局各αeK（δ）は任意の実数tに対してα一1（t）

が1の連結集合（空集合を含む）になるような連続関

数となるから単調関数であり，よってα∈CV（1）であ

る。従っての（δ）二CV（1）となりδ＝dである。

　上のαe…X（δ）が実は一般Cantor関数になることは

⊂1］の（2，1．3），⊂6］の（2．1．3）と同様にして示すこと

ができ，実際は定数になる。
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