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　　Abstract：一　ln　this　paper，　a　precedure　is　proposed　that　a　calculation

method　of　the難onlinear　secondっrder　differential　equations　is　developed　by　its

principle　of　the　phase－plane　analysis　which　is　extended　to　the　new　technical

method　for　grasp　of　the　dynamic　performances　of　some　vibratory　nonlinear

systems　with　collision．

　　Assuming　that　the　equation　of　the　dynamic　systems　is　a　nonlinear　differential

equation，　the　equations　of　numerical　calculation　are　generally　re－expressed　as

two　algebraic　equatiens　of　degree　one．　Since　all　second－order　eguations　must　be

successively　solved　by　computation．

　　According　to　this　method，　it　is　recognized　that　the　behavior　at　collision　can

be　easily　deduced　from　the　solution　of　introduced　equations，　and　the　existence

of　merits　in　this　methed　is　essablished．

　1．　ま　え　が　き

　通信系に雑音・寿命などの悪影響をおよぼすリレーのチャタリングは，極めて複雑な衝

突振動を呈する。このような現象を局限する目的で，．衝突振動の解析がいままでにいくつ

か試みられ，リレーの構成が線形な1自由度の振動系として近似可能な場合については良
　　　　　　　　　　くユラナくの

い結果を得ている。

　実際には，リレーそのものが非線形バネ機構であるため，これに損失・制動係数，そし

て速度の関数となる三二係数などを考慮した多自由度の振動系とした方が，より近似度の

高い解析が可能になるものと思われる。筆者らは，動作方程式が非線形の常微分方程式で

記述される衝突振動系の挙動を明確に把握するために，位相面解析の原理を拡張してその

状態軌道を容易にかつ誤差の少ない範囲で算定する計算法を開発し，あわせて実時間応答
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をも画かせる基本的な手法を考案している。この手法によれば，動作方程式の解ならびに

その微係数が簡素化された2つの代数方程式によって即座に求められるので具合が良く，

衝突の解析に用いて利点のあることが認められる。

2。　位相面解析の原理

　衝突振動の挙動を把握する勘約で，逐次計算による時間応答を算出しているときに遭遇

する第一の問題点は，衝突が任意の時刻に現われてくるために一定の時聞々隔で計算を続

行することが不可能になることである。

　位相面解析の原理の適用によればラ上記の問題は比較的容易に解決へと導かれる。位相

面法では，その平面上に衝突運動中の質点の位置や速度が明確に規定されるので，図式的

な検討がしゃすくなる利点がある。また，衝突振動における質点移行の過渡的な状態は，

任意の時点で起こる衝突が次の状況点への移行を決定する初期条件となるので，振動の過

渡的状態はラ位相面δ法で求まる部分的な軌道を連絡して得たものと等価になる。この

ような意味から，衡突を伴う振動系の解析に基本的な位相面法を用いるのは適切であると

考えられる。

　さらに，二二振動の反回機構に対する研究は古くから行われ，種々の検討が加えられた

結果，カンチレバー一一一・一式の小型リレーは図1のようにスティフネス，減衰係数，その他で構

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くヨ　成される1自由度　　あるいは多自由度　　の系に置換可能であることも知られており，

その動作方程式が2階の常微分方程式となることから位相面解析の原理は充分に効果を発

揮してくれるものと思われる。

　ここでは，位相面法を拡張した状態軌道の算定法を示し，それに対応する時刻との関係

を明らかにする。

　2－L　線形2階常微分方程式で記述される系の挙動の数値計算法

　いま図1のような1自由度の振動系で，質量をm，減衰係数をr，スティフネスをs，

変位をκラ外力をノ（のとし，系の平衡状態ノ（＃）　＝◎での変位を基点にとれは，
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　　　　　　m　£ill；L，X　＋r一一S／7一　＋sx　＝f（t）’・・・・・…一・・・・・・・・・・・…’・・・・…r・・・…1・・・・・・…’…一・・…（1）

の動作方程式が成立つ，これを基準化して
　　　　　　nvge12X　＋24（tin’ua［il／1｛一一＋wn2x＝＝（tin2F（t）　’’’’’’’’’’’’’’’””’’’’’’’’’’’’”・

”’’’’’’”
i2）．

　ただし，殊こゾ▽漉，ζ　＝r／2ゾ颪37F（t）　・＝f（t）／s

　ここで，ω。　：dθ／dtであるとし，さらにv・dx／dθ，　D＝　dv／dOとおけば式（2）は次のよ

うに整理される。

　　　　　　b十2ζv十x＝2【7（の・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　昏一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・…　（3）

　位相平面をκ，Vで定義すれば，

　　　　　　ド％一廃畿賜宏……・…・・一・…………・一…・・一…（4）

の関係が成立するので，F（t）一2ζu　＝δとおいて整理すれば，位相面上すぺての状況点を

満足する次の式となる。すなわち，

　　　　　　審一丁テ凱……一・……一…・…・……一…一・……一…（5）

位相面上，任意の状況点をP，とすれば，この近傍においてδのとる値は一定である

と仮定できるので，⊥式を変形して積分すれば
　　　　　　び2十（x一δn一）2こノ～㌦　・一・・・・・・・・・・…　。■■・・・…　。・・・・・・・・・・・・・・・…　■■・・・・・・…　■■・・・・・・…　（6）

　　ただし，Rんは積分定数
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　式（6）は，位相面上でκ軸上に中心をもつ半径＆の円の方程式であり，この曲線分

によって状況点P，近傍の軌道増分dSを近似することが可能となる。この関係を図示す

れば図2となる。

　次に，dθが与えられたものとし，位相面上P隔、点の座標を求める。いま，平面上

Vh：＝RiccosO・か＝ノ～魂πθ・1～F　Vη二十渉ノであるとすれば

　　　　　　　　　　　　　P，＋ユ＝　Ricei（e’F　dθ）　。・・一。…　。・。一・…　。・・。・。・。・・・・・…　一・一一・・・・・・・・・・・…　。・・…　。…　。。・…　（7）

の式から決定される座標は，次の様になる。

　　　　　　Xic＋1こα1κ十6諏十〇1F（ブ・4の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…………………一………一…・・…・（8）
　　　　　　Vle＋1＝＝＝a2｛jF（」ノodt）一Aゴん｝十62η鳶

　　　　　　　　（ん＝＝＝0，　1，2，　・・…　殉n，ブ篇＝ん十〇．5）

　　ここで，al，　a2，　b，，ろ2，　elは系の定数によって決定される係数で，

　　　　　　　　iξ羅ζ）／

　　　　　　　　贈ζ／

である。したがって，式（3）の解は時間区分dtが与えられたときラ式（8）の逐次計算

によって求めることができる。

　2－2．　非線形2階常微分方程式で記述される系の挙動の数：値計算法

　実際のバネ機構iにおいてはそれ自体が非線形であり，また，衝突点においてヘルツのス

ティフネスが存在して，そこに加わる力が変位についての非線形関数として考えられるな

ど，実質，非線形系として取扱う必要が生じてくる。

　そこで，ここでは系の動作方程式が次のような形として与えられている場合を考える。

　　　　　　z）十〇（v，κ，彦）＝0・…　◎…　。・・・…　一・・一・・。・・・・・・…　一・・・・・…　6・・・・…　一・・…　9・・9曹・一…　（9）

　ただし，Gはん，　crについての非線形関数：であり，　tを陽に含む場合も考慮するものと

する。

　上記の場合も，原理的には前節とと全く同様2っの代数方程式の逐次計算により与えら

れた方程式の解が求められることになる。すなわち

　　　　　砺＋1こ1λ1Vh・十ξ飯

　　　　κん÷1こ1κ£十ξ砺十λ2毎

　　　　　　　（kr＝＝O，　1，　2，　・・・…　　n）

ここで G三期
　　である。

したがって，状況点鑑における

　　　　　」・，　＝　一・G（Vk，κk，の

．．．．．”．．．．”．．．．．．．．．．．．．”．”．．．．”．H．H，一・一・・．” iIO）

一t一｛一tt一一“ie一一4－i－i“s－－一－一e－一－－tt一一一一一一t一一」i一一tt一一1一一一一一一一一t一一一 ill）
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が与えられれば，式（IO）を用いて濫触点の位置が直ちに決定できる。

　3・衝突振動の計算

　3－1　固定平面に衝突する場合

　本節では，図3のように任意の外力によって駆動される振動

系の質点が，固定平面に衝突する場合の挙動について考察す

る．

　系の状態軌道は，式（10）による逐次計算によって決定され

るが，一定時間区分轟を用いて算定中，図4に示すような質

点の変位SCiC・＋・iが固定平面上の規定の位置κ＝♂に確実に合致す

ることは極くまれで，ほとんどがその位置を越えた値として算

出される。したがって，規定の位置を越えたかどうかを判定し

た後，変位κが編から1に達するに要す時聞区分轟÷・の値を

新ためて決定してやらねばならない。これに必要な計算式は，

位相面上から図式的に容易に導入することができる。すなわち

　　臨畝轟轟一……・一…一…………（12）

　　　　　（i”一”一1，　2，　・・・…　　m）

　　　ただし，A’）・19．1＝1

数値計算上は，許容誤差範囲まで繰返し（添字iを増加して）

計算を行い，（κん十1）i．1，（ViC．、）i＋1の値と同時に決定する。

ひきつづき，び爾の値に関しこの時点で新たに決定される質点

の衝突直後の速度を，Neωtonの衝突による反搬の法則

　　IZ　te＋i＝＝一eovi，＋i　・・…一・・一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…（i3）

　　ただし，eoは反擾係数

を用いて算出する。以下，衝突点に達した時点で同様の計算を

繰返し，最終的にはXiC　＝＝1，　Vle　＝Oとなったところで計算を打切

る。

　衝突後の旧聞区分轟を幾分か小さめにとって計算すること

は，状態軌道がスパイラル状に収束する性質をもっている上

に，衝突から衝突までの時間々隔がせばまってくるので，現象

を精確につかむ上ではかえって好都合になると思われる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　system
3－2二つの振動系が互に衝突する場合　　　　　　　　　　Fig．3．　Generalized　model
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　vibratory　systems
　状態軌道の計算にあたって，時間区分dtを二つの振動系で　　with　collision

同じ値にとれば，dθは系の固有角周波数ω，、の大きさで決定され，両系の諸定数のあり

方によって異なる値をとることがある。

　いま，ω。2／cv。i　・9nとすれば，両系について

　　　　　　dOi＝＝dO2／9n’‘’’’’”t’・’’’’’’’’’’’’’’’’’’’””’’’’’’’’’’’’’’’’’’”・・・・・・・・・・・・・・・…（14）

の関係が成立つ。
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1’iig．　4．　Determlnation　of　rfe　at　collis’ion　point

　初回の衝突点（葬bまでの軌道計算，ならびに衝突点の

判定は，崩小節で述べたところによるが，それ以後は二つ

の系の軌道計算と嗣時に次回衝突点（＃2）の判定を行う必

要が生じてくる。

　図6のように，位相面上を移動する二つの系の状況点に

注目し，その変位編みの大きさの比率がぬ＋、，ノ愚で

逆転したかどうかを判別し℃次式の計算を行えば，運動中

の質点が互に衝突する位置1）が求められる。

　　　　D㍉畿仁給翁一・一（15）

七たがって変位妬九からDに達するに要す時閥区分

轟＋1は式（12）においてん屈こ∠）とおけば決定できるこ

とになる。

　なお，質点ηz1の速度砺＋1，質点碗の速度晦報に関

し，この時点で新たに決定される衝突直後の速度Vk・“，

晦禄は，ノ＞6魏0ηの反擁法則

厩・・こ砺…（1＋・・）羽警，。，（砺・一e・・一・・）

　　　　　　　　　　　Ml晦＋1こ＝uκ＋i一一（i十eo）　　　　　　　　　　　　　（砺報～晦＋1）
　　　　　　　　　m三十ノn2

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． i16）

による。
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　単一の1自由度振動系が固定平面に衝突するときは，衝突の周期に規則的な減少が認め

られるが，現実の二つの振動系が互に衝突しあう場合には，鎖状振動，あと離れを伴う振

動を繰返し，それぞれの系の周期はやや不規則に減少の過程をとり，最終的には両系が連

成振動に入り両系の諸定数によって定まる一定周期で減衰する。実際の衝突振動に極めて

近い挙動を実現するには，二つの系を多自宙度の振動系で近似することによって為される

ものと思われる。
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Fig．　6．　Phase－plaiie　diagram　for　behavior

　4．　衝突振動系における位相面軌道・時間応答の計算例

　前述の手法による計算例として，一定強制入力による衝突振動系の状態軌道ならびに時

間応答の算出結果を掲げる。

　4－1。　1自由度の線形振動系

　　　　　　b十2．”v十x一一．1？”（t）　・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・…　＋・・・・・…　t・・・・・・・・・・・…　｝・…　一・・・・…　（17）

　ここでは，（tin・＝1，ζこ0．25，　F（t）＝：i，♂こ0．75，　Al　＝0．01として計算，破線は非衝突時，

実線は衝突隣の挙動を示す。



118 茨城大学工学部研究集報 （第19巻）

x　c
D’）

　一
f
f

＼

＼

＼

～
　
　

覧
、

＼田

　　×

”．一wwumS－um．．．m．m．一Lurnvnt一．±wu

ユーfi、20

i
i
」
；
一

膏
．
O

〔
織
「
O

つ
ユ

・
」
、
し

N．

　x
　　x

　ノ
／

／

／／

　　　　　　／／・／
　tu．f．．　＝＝／．t．．．wwL　．　L一．．，．2．．．．．．

．o）護）　　　　　　　　　　　　　　　　　o．ご4り

x

　x

　x
　　x

／

x

k

s

1

一1．oe　一〇．go 一s．fis　一，q．4，s

A
ー
ノ
ー

．
　
　
　
－

　
　
／／

一a’

＿、．．＿一L．．＿．一＿．．．．＿L＿ibe一：三縞

　　fi　SIL，　1；．BO　1．00

　　　　　　　　　Velcci七アv

Fig．　7．　Phase－plane　trajectory；

　　　　　one－degree　of　freedom　linecftr　system　with　step－function　excitation

κ興

慧∫皿（　　　　一
　　　9　　　　　　〆　＼讐

鮭ε　／　＼、
　　　　　　　ノ　　　　　　　　な

　　　　　　　　　　　　　し

尋　／　＼　／／一＼＼＿＿・・＿…＿

　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　／　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　ゑ　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　ヘノ

1八＿／〈’　　……………．．t．’．．……．……．．ttt

勲薦．薦．繭繭㌃一悩．海．．諭＿譜九

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？ime　七
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4－2．　壌自由度の非線形振動系

　　　　　　　　b十2ζv・：ト（1一十〇．5κ2）κ＝＝F（t）　…　．．。。．．．一・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（18）

COn　・1，ζ降0．25，　F（t）　・1，1＝＝　O．75，　At＝＝O．　Olとして計算。



菊地，東，打越：衝突振動系における過渡応答の一数値計算法 119

　
　
　
　
　
　
へ
？
‘
ガ
＞

　
　
　
r
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
r

｛）

ﾖ
σ
田
　
　
　
　
　
　
　
O
マ
．
炉

　
　
渥
　
　
“
口
の
騒
⑪
O
婦
再
俄
。
艶
叫
臼

C
へ
．
門

［　
　
）
、
，
．
門

　
　
‘
C

一バ
沖戸

／
／

／

／

〆

一’

硫箪
＼

⇔
ψ
O、

写
G

葛
，
縣

s
　x
　　x
　　　x

／

s

Z

NL

N
　x
　　N
　　　x
　　　　x
　　　　　x
　　　　　　x
　　　　　　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈嵐爵硬〕〉

＿＿漏　　　　一一／　　　　　＿L＿己　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ一1．e．o　　一一e、36　　一・c．弓警　　℃．4s　　・G．ど9　　0．Ofi　　o．2s　　o．40　　0．60　　0．80　　　Lao

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Velociもy　v

　　　Fig．9．　Phase－plane　traject◎ry；

　　　　　　　　　o貧e－degree　of　敷eedom簑。撮i1議ear　system　wi宅h　stepイしmction　excitation

　
　
　
　
　
δ
亀
．
ご

　
　
　
「
i
五
一

O
ゆ
．
「
　
　
　
　
　
　
9
四
．
r

k
餐
の
舞
駐
嵐
覇
貞

…
」
卜
O
O
，
虐

．
s
！

／
／
・
　
1
，
一

　
1
．，1

爵
　
g

鞄

　rx
　f　　N
　S　　　　N

g

f　　　　　N
i 　　　　　　　　ド　　へ、　　　　　　　　　　　／　　　　＼

な　　　　　ノ　　　　　　　　　　ぱ　　ヘ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ

ズ＼ノ奔一一～諏てブ　　 、

　製＼　　　／／

　　＼ノ　　　　，

4一一3．

／T’tY・L’tmb’　2’t：rmim／／・“o　s」．sc　g’so　i．nt．o　i．Er，s　f　as．　fsn．　i．3g”’i＞ztso

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　饗無む　．し

Fig．　！0．　Tiine　responce　curve；

　　　　　　one－degree　of　freedom　nonlinear　systelta　with　step－function　excitation

ω唄＝ω。2＝ユ，ζ

2自由度の線形振動系

　　i7　i’一f－2Cinyi十Vi－2C’：sstn（V2－e’i）ptsS／d2n（x’L，　F一一xi）＝＝O

　　うヅト2ζソ（02一び1）十（x2一κ、）こIF（の

　　　　　三こζ2こζ3こ0．25，F（の　＝1，1＝＝＝1．5，　dl＝こ0．◎1

）．．．．．．．：．・．・・・・・・・…（19）

として計算：。
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　計算時に，1ステップ毎の許容誤差をIO｝s以内にとどめるためには，　A6の値瓦0．0342

以下にとどめれば良く，したがって，実際の物理系について状態軌道を求めようとすると

き，、時閥区分dtのとる値は系に固有な角周波数tOnに関して決定されることになる。
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5．　む　す　び

　通常の数値計算による微分方程式の求解を，衝突振動系へ適用するにあたって直面する

問題は，衝突点が任意の時刻に現われてくるため，これに適合した時間区分を見いだして

やらねばならぬことであった。この解決を果せば振動系の挙動は直ちに算出できるが，本

報では，実際の振動系の解析への足がかりを得るために，位相面解析の原理を用いること

を考慮し，衝突振動系の動きに適合した任意の時間区分に対応する状態軌道ならびに実時

間応答を，あわせて求める計算法を導入し，その効果を示した。

　その結果，系を多自由度とした場合の衝突振動，非線形衝突振動，あるいは衝突点上で

のヘルツのスティフネス，摩擦係数などを考慮：した場合の解析に役立つことが認められ

た，今後の課題として，実際の系に等価な数学モデルを作成すると同時に，小型通信リレ

ーのチャッタの解析を計画している。

　おわりに，本研究にあたって多くの文献・資料を提供，ご指導くだされた東京電気通信

大学・武井建三教授，田中清臣助手，ならびに計算にあたって協力を得た本学電子計算セ

ンター谷川，檜山技官そして植木氏に深甚の謝意を表する。
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