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　　Abstract－ln　the　present　paper　we　study　the　absolutely　coRtiiiuous　part　of　measure　valued　deyivations　to　obtain

the　fellowing　results．　Let　f　be　an　essentia｝ly　boLmded　ftmction　on　the　unit　interval　1　with　supp　f　＝＝1．　For　an　abselutely

・・曲・…m・a・・・…1・王，we　c…id…h・ftl…i…ヌ（t）　＝　al（t）　＋S，‘　f（s）・（ds）・Th…h・m・P　Af　d・fi・・d　b・

Af　（ptS）　：＃　on　the　set．．e．／．／　（Af）＝＝　｛ptf　：　aEiil　R，　pt　absolutely　continuous｝　is　a　measure　valued　closed　derivation　in　C（1）．

Conversely，　a　closed　derivation　6　in　C（1）　satlsfying　the　conditions　that　the　range　．op　（6）　is　the　set　of　all　absolutely

・・1漁・…mea…e・a・d　th・kem・1・．％／（δ）i・｛・1：a∈R｝，i・th・d・・iy・t圭・・んwith・e・pect之・au・iq・・至y　d・t・・mi・・d

essentially　bottnded　function　f　on　1　with　supp　f＝　1．

　壌。［1］～［3］に引き続いて単位区問上の測度値

微分についての考察を行うが，これまでの結果の多く

はe更単位区間”をtc　nンパクト空間”に置き換えても

成り立つ。それ故これまでやや説明不足であった点を

補足しつつ，最初にコンパクト空間上の測度値微分に

ついて述べることにする。つぎの節で単位区間の場合

に戻る。以下X：は常にコンパクトHaussdorff空間とす

る。

　X上の実数値連続関数の全体C（X）は通常の和，実

数倍および一様収束ノルム

II　f　l＝sup｛げ（のi　’∈X｝

によって実Banach空間であり，さらに通常の積に対し

て

　X上のRadon測度とはBanach空間C（X）上の実数
値連続線形汎関数μをいい（［4］，［6］），その全体すな

わちC（X）の双対空間をM（X）で表す。

M（X）は双対ノルム

1，ec　R　＝sup　｛lL‘if）1　：fEiEi　C（X），　E　f　ll　S一　1｝

によって実Banach空間である。　C（X）は通常の大小関

係！≦gによってBanach束でもある。そしてC（X）上の

任意の正値線形汎関数μは常に連続であるから正値

Radon測度とよんでよい。正値のμに対しては，　Xの

Borel集合族（Xの開集合全体から生成された完全加

法族）の上で定義されたいわゆるBore1測度μ、で，

μ、（X）＝1μIlであるものが存在し

”　if）　＝　SXf（t）　dui（t） if　Eii　C（X）） （エ）

［E創［≦げ1田gll，　f2　1トiげ1【2

が成り立つから，対合を声＝fとすることにより実

C＊環である（実C＊環については［7］が参考になる）。

となる（Riesz－Markov一角谷の定理，［4］定理5。9，

［6］IV．4．10）。逆にμ、（X）＜○○を満たすBore1測度

μ、に対し（1）で定義されるμは容易に分かるように
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C（X）上の正値線形汎関数であって，iμ（プ）［≦μ圭（X）

iげ1となる。このBorel測度角が正則であることに

よって，正値R記on測度μと有限Bore1測度μ、の（1）によ

る対応は！対1であることが分かる。C（X）において

定義されたμの定義域をBOre呵測関数にまで拡張す

ることができ，そのときBorel集合Eに対しその特性

関数を簾とすればμ、（：E）＝μ（細である。以後角をμと

同一視し同じ鮮で表すことにする。すべてのμ磁蝋X）

は一意的に2つの正測度μ率，ダの差として表される：

μ＝μ＋一ダ。よってX上のRadOA測度はいわゆるセ驚

号つき測度”あるいは“C完全加法的集合関数”でもあ

る。このときiμ1瓢パ十μ皿として

ll　a　ll，一　ww一　ll　a　li　一｝一　II　a（a）ll

によって可換な実Ba鍛ch環になることは容易に確め

られるが，さらにそれはC（X）のSilov部分環であるこ

とを示そう。まず［ll］や［8］の複素環の場合と同

様に実Silov環を次のように定義する。　C（X＞の部分環

ヅがSlめv環であるとは，その極大イデアル空間がXと

一致し，Xの任意の閉部分集合Fと任意の≠磁FCに対

しα津＝0かつα（t＞　＝！となるα銭♂が存在する

ことである。つぎの定理Aは6がC（X）→C（X）の閉微

分である場合について［l！］において示されたもので

あるが，われわれの場合については［！2コの証明がそ

のまま通用する。

il　rdl　＝lrd　（1）一fdlrd

である（［6］III．1．6）。

　さて，μ∈M（X）とするとき，任意のgeC（X）に対し

て写像

f一〉　pt　ifg）　＝＝ff（t）g（t）pt（dt）

はC（X）上の連続線形汎関数であるからM（X）の元で

ある。これを9Ptで表し関数gと測度μの積とよぶ。この

ときII　gn　l≦lg瞳μ1であるからM（X）はBanach

C（X）加群である。従ってC（X）から酬X）への微分を

つぎのように定義することができる。すなわち，定義

域＠（δ）がC（X）の稠密な部分環であるような線形写

像

6：C（X）一〉　M（X）

であって，すべてのa，旅吻（δ）に対して微分律

6（ab）＝b6（a）十a6（b）

を満足するものをX上の微分あるいはC（X）での微分

とよぶことにする。微分δが閉写像であるときδを閉微

分とよぶ。δが閉微分ならば，fを実数直線R上の連続

微分可能関数とすれば，σ∈少（δ）に対して合成関数

f（a）もまた吻（δ）に属し

6（f（a））＝f’（a）6（a） （2）

　定理A，コンパクト空間X上の微分δ：C（X）→

M（X）が閉微分ならば｛吻（δ），i目｝a｝はC（X）のSilov

部分環である。

　証明。まずBanach環吻（δ）の極大イデアル空間がX

に一致することを示そう。t。を少（δ）の極大イデアル

とし，これがXの1点から誘導されるイデアルではな

いとする。しかるとき，どんなt∈Xに対しても

偽（の‡0となるa。∈t。が存在する。Xはコンパクト

であるから従ってXの有限個の点ち，1，，…，ち、とそ

れぞれの開近傍U　1，U2，……，U，1およびt。の元al，

a2，……，anを適切に選べば，｛U｝はXの開被覆で

あってai（！≦i≦n）は各Uにおいて0にならない
ようにできる。そこでb（t）　＝　12£｛　rz　，（t）｝2とおけば，

b（t）は妬の正の元であってX上で0になることはな

い。いまこのb（t）の値域においては関数！／sと一致す

るようなfGCi（R）を考えれば，式（2）において述べ

たように，合成関数f（b）は、少（δ）に属し，従って

f（b）b・1もtoに属することになるからto＝、¢教の

となって矛盾である。よって多（δ）の極大イデアル空

間はXと一致する。

　さてFをXの閉集合としt。∈iFCとする。κεC（X）

はxlF＝0，κ（t。）：！なる関数とすると，定義：域の稠

密性によりi｝κ一期く！／2となる関tw　a磁吻（δ）が

ある。このとき

＃a　IF　II　＝＝　H（a一　u）IF　II　〈1／2

a（ち）コ｛a（あ）一x（あ）｝十κ（あ）＞1／2

であることは［1］の定理1と同様である。また6が閉　　であるから，hla（F）＝O，h（a（t。））＝1となる関数

微分ならば，定義域gr（δ）はノルム　　　　　　　　　　勉∈CI（R）が存在する。式（2）において述べたように，合
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成関数h　（a）は9（δ）に属し

h（a）（F）＝h（a　（F））　：O

h（a）（4）　＝　h（a　（h））＝　1

である。よってev　・・　h（a）とすればよい。

　つぎの2つの系は［IO］Prop。（3．5），［12］Prop．

1．1。3や［8］Lem．1．1。5，［2］定理3と同様

に証明できる。

　系璽．定理Aの条件の下で，：Xの互いに素な2つの

閉集合E，Fに対してev　l　E　＝1かつsuppα⊂FC，

0≦α≦1となるαe9（δ）が存在する。このcrは

hull　J＝Fなる任意のイデアルJから選べる。

　系2。δ：C（X）→M（X）を閉微分とする。α∈9（δ）

がXの開集合U上で定数値をとるならば，δ（のはU上

の測度として0である。

　さて，X上の1つの正値Radon測度（有限Borel測

度）mを定め，’mに関してはXの1点集合はすべて測度

0であるとする。mの他にXのBorel集合族に対して

定義されたRadon測度μeM（X）を考える。すべてのユ

点集合Eに対してμ（E）・・0となるときμは連続であ

るという。藪た77z（E）：0なる集合Eに対して常に

μ（E）：0であるときμは規に関して絶対連続である

という。μがどのBorel集合E⊂E。cに対してもμ（E）＝

0となるときμは集合E。の上に集中しているという

が，m（E。）・・0のある集合E。の上に集中しているμは

777・に関して特異であるという。特にE。がたかだか可算

集合であるときはμは離散的であるという。絶対連続

で特異な測度は0に等しい。

　任意のRadon測度μ∈iM（X）は

μ（E）・A（E）十S（E）十D（E）　（E：Borel集合）（3）

の形に一意に表すことができる。ただし脳こ関して，

Aは絶対連続であってあるψ確L1（X，’m）によって

A（E）＝∫砂ω川4’）

と表され，Sは連続かつ特異，　Dは離散的な測度であ

る（［5］§9。定理2）。なお測度mはBorel集合族身か

らその完備化53，。にLebesgし…e式測度として拡張でき

るが（3）の表し方はその完備化までは拡張できない。な

ぜならue　mは一般にRadon測度μに関するueの完備

化re　”には含まれないからである。

　δをX上の微分とし，各測度6（a）（d∈…9（δ））を上

述のように絶対連続部分A（a），連続特異部分S（a），

離散部分D（a）に分ければ，A，　S，　Dは関数aにそ

れぞれこれら3種の測度を対応させる写像と見ること

ができる。これらの写像は明らかに線形であるが，微

分律をも満たす。実際，δの微分律によって，a，　bE

＠（δ）に対し

A　（ab）　十　S（ab）　一F　D　（ab）

　　　＝b　｛A　（a）　十S（a）　十D　（a）｝

　　　　　　　十a　｛A（b）　十S（b）　十D（b）｝

となるが，絶対連続，連続特異，離散的の各性質は連

続関数を乗じても変わらず，しかも（3）の表し方が一意

的であるから上の等式の各部分を比較することによっ

てA，S，　Dそれぞれの微分律が得られる。従って任

意の微分6：C（X）→M（X）はこれら3つの部分に分け

て考察することができる。

　離散測度値の微分Dについては，ρ（δ）＝C（X）な

らば恒等的に0であることは［2］と同様に示される。

また自明な微分0以外のDは一般に可閉微分でない

（［2コ定理4）。

　2。Xが単位区間1＝［0，1］の場合へ戻る。こ

の場合にはRadon測度に対して次に述べるようにそ

の母関数が存在するので通常の微分や積分の演算と関

連を持たせることができる。いま開区間（O，1）で右

連続かつ鼠0）＝0なる1上の有界変動関数（itormal－

ized　functions　of　bounded　vai’iation）α全体にノルム

1陵1としてαの全変動V（ev）を与えた空間をNBV（D

で表せば，各αeNBV（Dに対してそれを母関数とす

る1上のRadon測度4αが
　　do（［a，　b］）＝　ev（b）一ev（a－O）

　　　　　　　　　　　　　　（O　〈　a　ww：｛｛　b　一E｛｛　1）

d・・（［O，　b］）一 Q）。）（0霞に8

によって生成される。このときjl　do　ji＝V（av）となる

から対応dα　HαによってM（DはNBV（Dと同一視でき

る。1上のLebesgue測度はx（t）：tなるκeNBV（1）に

対応する。このときはdx（t）を単に4死書くことにす

る。

　いま，　77／としてこのLebesgue測度をとり，前節に述
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べたように任意のμeM（Dをmに関して絶対連続な

A，連続特異なS，離散的なDの3測度に分ける。こ

のときμ＝4α（α∈NBV（1））とすれば，この分割に対応

して関数認も

　　　　　cr　（t）　＝A（t）　十　S　（t）　十D〈t）

と分解される。ただし，A（t）は実1変数関数として絶

対連続で，ほとんどいたるところで導関tw　At（t）　M　q，（t）

をもち，qEi　Li（1，　m）であって

　　　　ノA（の＝∫ψ（s）ds’

　　　　o

の形に表される（［5］§10。定理2の系2）。またS（t）

は連続特異（［5］§9。7）かつS（0）＝0，D（t）は右連

続な跳躍関数（［5］§9。8）である。この分解は一意的

で，q（t）は測度0の集合を除いて一意的に定まる

（［5］§9。定理6）。3測度A，S，　DはそれぞれNBV（D

の関数A　（t），S（t），Z）（t）と前述の意味で同一視できる

わけである。これは単位区間を任意の閉区間に置き換

えてももちろん同様である。また切左端0で0になる

関数だけを考えたとき絶対連続な関数全体，連続特異

な関数全体，右連続な跳躍関数全体はそれぞれNBV（1＞

の閉部分空間をなす（［5］§9。問題参照）。従ってま

た各関数に対応する測度の空間もM（Dの閉部分空間

である。離散測度値微分は可閉でない（［2］定理4）か

ら閉微分を考察するときはAとSだけを考えればよ

い。

　今回は本質的に有界な関数によって誘導される絶対

連続測度値の微分を考察することにする。この微分は

閉微分の構造を解析するときに有用なものになると思

われる。

　Lebesgue測度mに関する絶対連続測度（absolutely

continuous　measure）の全体をACM（1）で表す。前述の

ように任意のμ∈ACM（1）に対してαeNBV（Dと
9∈Li　（1，　m＞があって

　　μ（E）一f，　dα一却（t）・dt（E・B・・e1集合）

と表される。すなわちこの関係によって

，L‘EACM（1）：　ll　x‘　［1　：lxt　l（1）

．Eiii　N　BV（1）　：　II　ev　ll　＝V（ev）

q）eLi（1，　m）：　ll　op　ll　＝：flq（t）Idt

の3つを同一視できる。いまfεL。。（1，m）と定数8を定

めて

　　　　　　　　　ご”f（t）＝al（t）＋∫。f（s）μ（ds）

　　　　　　　　ま　　…a1（t）＋∫。∫（s）q（s）ds

　　　　　　　　　　　　　　だとおけば・ノφ∈L1　（1・m）だからμ／（1）は絶対連続関数

である（［5］§9e定理3の系）。ただし1（t）は恒等的

に1の定数関数である。このときまずつぎのようにノ’

に対応する関微分が得られる。

　定理壕。supp　f＝1のとき

　釧ん）＝｛”f：aE・R・μeACM（1）｝

を定義域とする写像Afを

ん（”f）＝μ

によって定義すれば，Afは1上の閉微分である。

　証明。まずAfが一意に定義されることを示そう。

μ艶遡上で常に0ならば任意の区間［b，cコ⊂1に

対して

f；’f（s）pt　（ds）　一1（c）　wf（b）　＝＝　O

となり，supp　f＝1だからμ＝0である。従って1上で
常にμ1（t）ヲ1（t）ならば，・・一・Y．よってん（μ無

ん（ゆとなる・

　吻（6f）がC（Dの部分空間で，　Afが線形写像であるこ

とは明らかであるから，つぎに9「（Af）が環であって

Afが微分律を満足することを示そう。

μ∈iACM（1），　h∈C（1）ならば伽eACM（1）だから

働鮮ρ（A・）であることと・　A・（”f）一飾既μ

に注意しながら

と

ptf　y9　”　（al　＋pt9）　（b1　＋　v？）

　　＝翻＋bpal＋a・？＋ゆジ

・1ん（μ1）÷ゆ・（・1）

　　＝侮＋レ，）μ＋（a1÷μ，）ン

＝ん（bpt9　＋　av9　＋　（ygpt）？＋（”9v）1）

を比較すれば，等式
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　Pt9　y9　＝（vgPt）9＋（μ9　u）9

さえ示せれば，積μ？弓も少（Af）に属し，微分律の成

り立つことが分かる。そして実際

（oyfpa），＋（μyの？

．．

@fg｛fa一　f　（．）　．（d，，）　｝f　（s）．（ds）

　　　　＋fK・（f6‘f（s）pt（ds）｝f（ec）v（dit）

＝∫1∫（s）∫ン（ゆ（du）μ（ds）

　　　　　　げ　　　　　　ノ　　　　÷∫。∫（s：ゾ、ノ（u）　v（dza）μ（ds）

・・

轤撃?（s）μ（ds）∫1∫ω・（du）

O
f
ノ

レ0
∫
ノ

μ＝

となる。

9（Af）が定数関数をすべて含み，1の点を分離する

ことは明らかだからStone－Weierstrassの定理によっ

τ勲（Af）はC（Dで稠密である。最後にAfが閉写像で

あることを示そう。そのためには

　　　　　　　　　　ノ　　　　　a。　1（‘）　＋∫⑪f（s）μ・（ds）→α（t）　E　C（1）

かつ

　　　　　pt．一pt　Ei　M（1）　（n一一，　oo）

のとき

　　　　　cr　EEI．．ti’5（A，），　A，（a）＝＝pt

であることを示せばよい。a。（n　＝1，2，…）はAfの

値に無関係だから，収束列においてはすべて0として

よい。また絶対連続測度全体はM（Dの閉部分空間にな

るから，μは絶対連続である。fのし。。ノルムをMとすれ

ば

II　（，“n）9ve，L‘？　ll

　　：sup｛　l　f　gf（s）　（pt．一pt）（ds）　1　：　o　〈一一t＄　i｝

　　SMIIptn－pt　ll一＞O　（n－oo）

従って　α（t）＝μ？（の∈＠（ん）でありAf（α）＝μであ

る。

　この定理でプを：しi（1，m）等の関数とすることはでき

ない。例えばf（t）　＝1／ffとするとμ＝4（ff）に対

して勅＝〈1／ff）（ff）kl／2tはし1（1・m）に属さ

ずμ穿（t）が定義できないからである。つぎにこの定

理の逆を証明しよう。この証明によれば実際fは
し。。σ，m）の関数に限られることが分かる。証明は［9］

Th。2．3，［12］Th　3．1．3に類似する。

　定理2。閉微分δ：C（D→M（Dの値域を．9（δ），核

を鋼（δ）で表すとき

　，．99　（6）　＝＝ACM（1），　．．7’（6）＝　｛a1　：aER｝

であるならば，St芝pp∫篇1なるf∈L。。（1，　m）がただ

1つ存在しδ＝Afとなる。

　証明．Af”．Ag，　supp∫瓢supp　8；1ならば，　gr（Af）

孟少（Ag）によって任意の犀に対し適当なbをとれば

蜘1）一A。（ゆすなわち’

　　a＋fif（s）pa（ds）＝b＋fig（s）pt（ds）

となる。μeACM（1）は任意だからα二ゐかっ∫；g

（m－a。e．）である。従ってfの存在を示せば十分であ

る。

　　C，（1）＝　｛avGC（1）　：　ev（O）＝＝　O｝

とし

　　9．”o＝，＠’（S）　fi　Co〈1）

とする。このとき仮定により　δb＝δ1吻。は9◎から

ACM（Dの上への1対1の閉写像になる。従って逆写

像δδiはACM①全体からC。（Dの中への閉写像であ

り，閉写像定理によりδδ玉は連続写像であることが分か

る。

　t∈1を1つ定めておく。μ，v∈ACM（1）が区間［0，t］

上の測度として一致するならば，関数δ6i（μ一のem

C。（1）は［3］の定理4により［0，t］で定数である。

よって
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δδ1（pt）（の一δδ王（レ）（の＝＝δ♂（μ一の（0）＝◎

すなわち

cS6　i　（xt）　（t）　＝　66　i（v）　（t）

となる。従ってμ∈ACM（［o，　t］）に対してπ∈ACM（D

を1上へのμの拡張とするとき，ACM（［0，t］）上の汎

関数

pt　一〉　66i　（，eif）　（t） （4）

は一意に定義され，上に示したようにそれは連続であ

る（区間［0，t］上で絢→μのとき［t，1］ではすべて

0測度であるとして拡張すれば，π。，π∈ACM（Dが得

られzz。→？2’である）。前述したように，閉区間［O，　t］

上の任意の絶対連続測度μはあるq∈Li（［0，　t］，　m）

によってψ（t）dtと表される。そして周知のようにL1

の双対空間はL。。であるから，上の連続線形汎関数（4）は

一一一・・ ﾓ的に定まる差∈L。。（［0，tl，　m）によって

δδ1（］）（の＝∫藷（s）q（s）ds

　　ず㍉礁五（s）μ（ds） （5）

と表せる。μ∈ACM（Dを［t，！］では0の測度である

とすれば，［3］の定理4により

　　65i（，et）（t）＝66　i（，e‘）（1）

である。すなわち（5＞により任意のμ∈AC繊Dに対して

f　．f　ft　（s）　pt　（ds）　＝f　．i　fi　（s）　pa　（as）

　O　　　　　　　’　v　　o

である。従って関数孟を［0，1）に制限したものはすべ

ての1について関数f‘とほとんどいたる所で一致す

る。fiをfと書けば，すべてのμ6AG酬Dに対して

　　　　　　　　ごδ（f・f）一δい＋∫。f（・）μ（ds））

＝　60　（f，；　f　（S）　pt　（ds））　＝＝　pt

である。よってδ＝・Afであり，また前節の定理Aにより
．c／2’

i6）はSilov環であるからsupp　f　：＝1でなければな

らない。

上のんでfを特に定数関数1としたときの微分A，

は［1］で定義した標準的な微分dの定義域CV（D（連

続な有界変動関数全体）を吻（A，）に，すなわち絶対連

続関数だけに制限したものに他ならない。なお容易に

分かるようにess．　inf　i　f（t）1＞0のときは穿（Af）は

絶対連続関数全体と一致する。付言すれば，絶対連続

関数全体は一様ノルムの空間C　（1）では稠密であるが，

全変動ノルムの空間CV（Dでは閉部分空間を作る。

　A，の値域はψ∈L1α，　m）による測度q（t）　dt全体で

あるから，値を関数ψ（t）であると見なすならば瓦を

麟の微分欄謡と同覗することもできる・一
般にAfは，積分∫1∫（s）ψ（s）dsを測度Pt　・”f（S＞dsによ

るψ（s）の積分と見ることによって［12］§3e1で定義

された微無一 cの拡張と考えることができる・た

だし，値域の位相が相異なることに注意しなければな

らない。
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