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　　ABSrRACT　一　ln　［21，　Y．Takenaka　and　G．Kitagawa　gave　some　characterizations　of　compleee　connectivity

of　a　directed　graph．　ln　this　paper，　we　shall　present　fundamental　correlations　between　compiete　connectivity

and　strong　connectivity，　together　with　some　applications．

1　準　　備

　グラフの連結性については既に数多くの研究がなさ

れているが，ここでは有向グラフにおけるいわゆる強

連結といわれる性質とそれよりさらに強い完全連結性

との関係について調べる。以下においては専ら有向グ

ラフを扱うのでそれを単にグラフということにする。

また閉路は有向閉路を，道は有向道を意味するものと

し，特に同じ点を二度以上通らない閉路，道をそれぞ

れ単純な閉路，単純な道という。

　点の集合がV，辺の集合がEのグラフをG（V，

E），あるいは単にGと表す。V＝｛v1，　v2，…，

Vp｝のとき，　Cの隣接行列Aとはその（i，ブ）成

分aiiがViからvノへの辺の個数（辺がないときは

0）である♪×p行列のことである。AをGの隣

接行列とするとき，正の整数sに対して，ASを隣
接行列とするグラフをGωと表す。Gωの点集合は

Gの点集合Vと等しく，またG（S）において点

vから点ωへの辺があるということはGにおいて

vからWへの長さがmの道があることと同値で
ある（参照［1：定理3．1⊃。

　グラフGの任意の二点v，wに対してvから
ωぺ常に到達可能であるとき，Gは強連結である

といわれる。従って，Gが強連結であるということ
はその隣接行列をA　・［aii］1＜i，ゴ＜p，　Gωの隣接行

列を．4ω＝跨㌢11＜4ノ〈pとするとき，任意の婦α≦

鈎ブ≦p）に対してα響＞0となる正の整数3がとれる

ことと同値である。一方，正の整数mでAm＞ノ
（AM－／が非負行列）を満たすものが存在するとき

Gは完全連結であるといわれる，ここでノはAと

同じサイズの行列で各成分がすべて1である行列

を表す。明らかに，Gが完全連結であれば強連結
である。

　竹中一北川（参照［2⊃は完全連結性について

の特徴付けを与えている（証明は不完全であるよ
うに思われる）がわれわれはグラフG（S）で考える

ことにより完全連結性と強連結性との相互の関係

を明確に捉えることができたので，ここにその非

負行列への一つの応用をもあわせて報告する。

　定理の証明のためにここに次の補題を準備して
おく。
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補　題．II，ら，…，lnは正の整数でそれらの最大公約

数は1とする。このとき任意の正の整数sと任意

の整数プに対し，正の整数γ1，γ2，…，γnとγを

選んで

r十　r　ili十　r　212十’”十　r　．i．＝：　rs

を満たすようにできる。

る。m＞moなる連続する2数MI，　M2をとればそ

の最大公約数は1である。またそれぞれ長さMI，

M2の閉路をとりCl，　C2とする。すべての閉路は単

純な閉路の和であるからC1，　C2の少なくとも一方

に含まれる単純な閉路の全集合はそれらの長さの

最大公約数が1となる。何故なら，もしそれらの長

さの最大公約数がt（≠1）であればMl，　M2は共

にtの倍数でなければならない。

証明．初等整数論でよく知られているようにli，

12，…，らの最大公約数が1のときは，任意の整数

rに対し

r＋aili＋a212＋…＋a．1．＝O

を満たす整数αi（玉くi〈n）が存在する。各iに対

しai十biS＞0となるように正の整数biをとり，

γf＝角＋6f3（1〈i〈n）とすると

　「＋解1＋42＋…＋rn　ln

　　　　＝＝「＋Σ（ai＋bi　s）li
　　　　　　　　i；1
　　　　　　　　　が　　　　　　　　　　　　　あ

　　　　＝r＋Σ¢ノ客＋（Σbi　li）s
　　　　　　　　i＝1　　　　　　i＝1

　　　　＝（Σbi　li）s
　　　　　　夢認ユ畠

ここでr一Σゴ＝1bi　liとすればよい。

Q．ED．

（2）⇒（3）任意の正の整数sをとりそれを固定した

とき，Gの任意の2点u，　wに対してuからωへ

の道でその長さがsの倍数であるものがあること

を示せばよい。

　σ1，C2，…，　Cnをそれぞれ長さがII，12，…，　ln

の単純な閉路で｛ら，12，…，ln｝の最大公約数は1で

あるとする。また各Ciから任意に点を一つとり，

それらをVl，　v2，…，　vnとする。次にuからVlへ

の道を一つ選びそれをRl，同様にVi＿1からViへ

の道Ri（2＜i＜n）を，　vnからwへの道R。＋1をと

る。各道Riの長さはri（1＜i＜n＋1）とする。こ

のような道がとれることはGが強連結であること

から保証される。今Uから出発し上記の道を順次

通りかつ各閉路Ci上をri回（1＜i〈n）回って

wへ到達する道を考えるとき，その道の長さム伍，
γ2，…　，γn）　々ま

し（　ri，　r2，…，　r　n）

＝＝@ri　＋　ri　li＋’”＋　rn　＋　rn　ln　＋　rn＋1

　n＋1
，，，，@£　ri　＋
　i譜1

　ガ

Σ　rt　li
’＝ P

2　定　　理

　定　理．　有向グラフGについて次の命題（1）一（3）は

局値である。

（1）Cが完全連結である。

（2）Gが強連結であり，さらにGの単純な閉路でそれ

らの長さの最大公約数が1となるものがある。

（3）任意の正の整数εに対し，σωは強連結である。

証　明、

（1）⇒（2）Gが完全連結とすると正の整数moが存

在してm＞moなるすべての正の整数mに対して
Am＞／を満たす。従って，Amの対角要素は1以上

であり，これは長さmの閉路があることを保証す

となる．一Σ悶・遥して樋を翻すれ
ば正の整数為（1＜i〈n）を選んで

L（γ1，γ2，　，γ。）＝　ms　ここで，祝は正の整数

とできる。よって，Gの任意の二点μ，ωに対して

zaからωへの道でその長さがmsとなるものがと

れたことになり，これはG（sjにおいてはuから

wへの長さがmの道であることと同値である。

（3）⇒（1）仮定よりG自身も強連結であるからGは

単純な閉路を含む。Gの単純な閉路の一つCをと
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り，その長さをsとする。このとき，Gωが強連

結であるという仮定のもとで整数mが存在して任

意の点からちょうどmステップですべての点へ到

達可能であることを示せばよい。

　Gの位数をpとする。そのとき，任意の点から
ご上の各点へはp－sステップ以下で到達可能であ

り，一度σ上に到達したならばそのあとはC上を

移動していることにするとちょうどM1（＜p－s）

ステップで任意の点からσ上のいずれかの点へ到

達可能である。さらに，グラフGωは強連結かつ

C上の各点にはル“プがあることを考え合わせる

とG（s）においてはC上の各点からGωのすべての

点へあるM2（＜p－1）ステップでちょうど到達

できる。グラフG上ではM2sステップかかること

になる。合わせてm＝m1＋M2sとすればよい。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．　E．　D．

とできる。従ってこの場合m〈p＋s（p　一t一　1）と

なる。

　一般に，既約な非負行列AはAm＞0なる正の
整数mがあるとき，原始的（primitive）であると

いわれる。Am＞0となる最小の整数規をγ（A）で

表し，Aの指数（index）という。完全連結なグラ

フには少なくとも2個の単純な閉路があるはずだ

から，系1においてs＜ヵ一1とできる。従って次

の系を得る。

系2．　P×p原始行列・4に対して

r（A）　〈p2－2p＋2

系3．　p×ρ原始行列Aの対角要素が少なくとも

d個が正のとき，

3　系

系1．Gは位数pの有向グラフで完全連結とする。

Gに長さsの単純な閉路があれば

γ（ノ4）　＜2」か一d－1

証明．注意において，s＝＝　1，　t＝＝dとすればよ

い。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．　E　D．

m〈p十s　（P－2］

なる正の整数mでAm＞／を満足するものがある。

証明．定理の証明（3）⇒（1）においてm＝M1＋
M2Sノ ﾅあり，さらにMl≦p－sかつM2≦p－1を満
たすようにとれることから示される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．　E．　D．

注意．系1において，．Gに互いに異なる点より

なる長さsの単純な閉路がt個あれば，最：初に出発

点からどれかの閉路に入ればよいので，M1＜p－ts
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