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Oas　the　Class　of　Paranormaa．1　Operators

　　　　　　　　　　　　　　　　by

　　　　Takayuki　FuRuTA　and　Zir6　TAKF．DA

　　　Abstract：一一一一　We　discuss　a　class　of　non－normal　opevators．　A　bounded

linear　operator　T　oR　a　HIIbert　space　H　is　called　Paranormal　if　ll　T2x　ll　｝il；

II　Tx　il　2　for　every　unit　vector　sc　in　H．　Then　the　class　of　such　operators

includes　hyponormal　operators　and　is　included　in　the　c］ass　of　normaloid．

operators．　We　show　these　inclusion　relations　are　proper　and　hence　para－

normal　operators　constitute　a　new　c｝ass　broader　than　hyponormal　opei’a－

tors　and　narrower　than　normaloid　operators．　As　well　known　every　hypon－

ormal　operator　is　convexoid．　ln　g2　we　discuss　the　inclusion　relation

between　classes　of　paranormal　operators　and　convexoid　operators　by

several　exam．uples．　The　last　section　is　devoted　to　a　fundamental　inequa12ty

for　paraRormal　operators　and　its　applications．

　緒　　　言

　　この論文では非正規作用素のクラスについて議論する。以下作用素とはつねにヒルベル

1・空間H上の有界線形作用素を意味するものとする。　ヒルベルト空間H上のあらゆる

単位ベクトルκについて，il　T2x”　ll≧il　Tx　II　2をみたす作用素をパラノーマル（parano－

rma1）と呼ぶことにする。これは〔5〕でクラスNの作用素と呼ばれている。　T＊T＿＞

TT＊である作用素はハイポノーーマル（hyponormal）と名づけられているが，ハイポノ

ーマルならパラノーーマルであることはつぎのようにして容易にわかる。あらゆる単位ベク

1・ルκについて
　　　　　　　　　　II　Tx　il　2＝（Tx，　Tx）＝＝（T’“Tx，x）；；SI　lt　T’“　T．y　ll　＄　ll　T2x　ll

はなぜならハイポノーマル作用素丁ではつねに
　　　　　　　　　　ll　Tx　ll　；ll；　ll　T＊x　ll

したがってパラノーマル作用素のクラスはハイポノーマル作用素全部を含んでいるが，そ

註）　この論文はEl本数学会第5回関数解析シンポジューームでの著者の講演の詳報である。
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の包含関係はproperであることが証明される。つまりハイポノーマルではないがパラノ

ーマルである作用素の例が示される。Il　7「哺＝｝i　7－肝＠＝1，2，…）をみたす作用素はノ

ーー }uイド（normaloid）といわれるが，パラノーマル作用素のクラスはノーマロイドの

それに完全に含まれることもわかる。また正規作用素のコンパクト性に関する…定理を更

に広いクラスであるパラノーマル作用素とコンパクト性に関するものにまで拡張できるこ

とを示す。ハイポノーマル作用素ではそのスペクトルのconvex　hu11がi数値：域（numer－

ical　range）の閉苞に一致しているが，この性質はパラノーマル作用素にまで保存される

、かどうか？　これらのことについて以下順に論じてゆく。

竃．補助定理1．　Tをパラノーマル作病，κを任意の単位ベクトルとすると

　　　　（1）　II　T3κ　ll≧li　7「2κ旧口鰍1

証明，κ＝Oのときは，明らかであるから，7諏キ0としてよい。

　　　　　　　　li　ff1　7’rmxrl，rl　l　i，　＝’

≧並聖裂1μちμア・・1！・｝闘

u　T3x　li　＝　li　Tx　il　R’　T2　ff／　［tZNi．X．一u　il，　；．llir　li　Tx　ll　lii　T－t－1　t／［zZ一；n］’E．rTir　iii2＝一Llr／　1iZ．一丁”：一／’．’tirlmll

　ll　Tsc　ll

q．　e．　d．

補助定理　2．　Tをパラノーマル作用素，xを任意の単位ベクトルとすると，

　　　　　（Pk）　　il　Tid÷“x　li　2≧il　TんκP。彗丁2七日

ただしkは正の整数とする。

　　証明。数学的帰納法による。k　＝1のとき

　　　　　　II　T2sc　ll　2＝一　il　T2sc　II　li　T2sc　ll　）．　ll　Tx　il　21i　T2x　U

であるから，（PDは明らか。つぎに（Pのは真と仮定する。醗にのべたようにil　Tx　Uキσ

としてよいから，補助定理1と（P，）とから

　　　　　r蜘1』1伽i・ii・T…弔警T似闘㍉艶π「缶1澱r㍉「発一1戸1

　　　　　　　一　丁寧畔掛≧　罫・瑚1・・1ゾ・・　

よって（Pん＋1）は真，数学的婦納法により証明完了。

　定理　壌．　Tがパラノーマル作用素であれば任意の正の整数nに対して，Tnもまた

パラノーマル作用素である。

　証明。7’とTlcがパラノーマルであるとき，箕＋1もまたパラノーマルであることを示

せば充分である。ll　T2x　U　Si　Oとしても一・般性を失なわないから，補助定理2．（Pk＋i）に

より

　　　　　　II・zz”・（9“一1－i）x…團四経蜘国1掬≧1醗畿1丁／㍉鞠1

　　　　　　一婁隈罪≧罎∴浮ξll一て三舵L　ll㍗・矧・

よってTiC＋iもまたパラノー÷ルである。　　　　　　　　　　　　q・e・d．

　定理　2．　ハイポノーマルでないパラノーマル作用素が存在する。
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　証明。HalmOSは〔4〕でTがハイポノーーマルでT2がハイポノーーマルではない例を

与えている。このT2は定理1によりパラノーマルである。よってハイポノーマルでな

いパラノーマル作用素の存在が確認された。　　　　　　　　　　　　q．e．　d．

　正規作用素（norm　al　Operator）の概念を拡張して，　Brown，　Halmos，　Stampfli，

：Berberian，　Wintner，　Istra£escu等が各種の非正規作用素のクラスを導入したが，われ

われの論んじているパラノーマル作用素はつぎの図式で示される位置に位している。

　　　　　　Normal　g．　9uasi－knormal　，S　Subnormal　S　Hyponormal

　　　　　　　　　　皐P・・an・・m・1皐N・・m・1・三d

これらのクラス間の包含関係はすべてproperである。ハイポノーマルより左側の関係に

ついてはStampfii〔9〕に示されている。

堀江，中本の両氏はつぎの定理を証明した。

　定理3．　パラノーマル作用素Tがコンパクトであるための必要かつ十分な条件はTn，一

がコンパクトであることである。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　盤

　この定理は，正規作用素に対してHalmos〔4〕が証明しているのを，両氏はパラノーー

マル作用素にまで拡張するのに成功されたのである。著者の1人古田は両氏との共著の論

文〔2〕においぞ，この定理はノーーマロイド作用素にまで拡張は不可能なことを例をあげ

て示した。よって定理3．はパラノーマル作用素とノーマuイド作用素の差異は本質的な

ものであることを示すことになる。著者の例については次節で再論することになる。

　2．本節ではパラノーマル作用素のクラスとコンベクソイド作用素のクラスの相互関係

について論んずる。

定義　1．　ll　TII　＝　sup　l（Tx，　x）iであるとき，　Tをノーマmイド作用素という。
　　　　　　　　　Il瓢繕：m　1

　ノーマロイドの条件は作用素7’のスペクトル半径7（T）＝：　li　T　ilラあるいはl17与帽＝

Il　Tiln，（n＝1，2，…）と同等である。　（〔1〕，〔4〕，〔6〕，⊂8〕，〔9〕）。

　定義2．数値域の閉苞　確（7）＝｛（Tx，κ）1　II　x｛i＝：1｝がスペクトルび（T）のconvex

hu11に等しいような作用素Tをコンベクソイド作用素（convexoid　operator）とv・う、

　コンベクソイドであってノーマロイドでない作用素およびノーマロイドであってコンベ

クソイドでない作用素の例はHaImos〔4〕によって知られている。　ここではパラノーーマ

ルに関して，いくつかの作用素の例を示す。‘
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ここで蜘2×2行列（

が，パラノーマルでないことはつぎのようにしてわかる。

　　　　　　　　f”1　0　0＿＿’
　　　　　　　　l
　　　　　　　　lOOO……
　　　　　　　　ミ　　　　　　T』l
　　　　　　　　l　O　O　O……
　　　　　　　　l
　　　　　　　　l　…　　　　　　　　　　　ら　　　ら　　　り
　　　　　　　　1，．　：　：　　：　　　　／

であるから　｛ITn　il　＝：llTIIn＝1（n＝＝1，2，…）。よってTはノーマロイドであるが

ii警縄≧Il　7Mi　2は必らずしも成り立たない。実際単位ベクトルとしてe2・＝（0，1，◎，…），

e4＝＝（O，0，0，1，0，…）をとればi｝T2k・　II≧ii　T．kii　“”をみたさないことは容易にわかる。　T

はまたコンベクソイドでない。7Tの数値域確（T）は半径％の円板｛Zl　IZi≦1／2｝と

1点1より張られる凸閉集合である。一方び（T）は。（T）＝：｛0＞U｛1｝であるからσ（T）

のconvex　hullは単f娚蟹区間〔0．1〕である。この単位区闘は確（7’”）に完全に含まれて

いる。よってTはコンベクスソイドではない

　T2はコンパクト作窒素であるがTはコンパクトでないノーマロイド作用素である。こ

れは§1定理3をノーマロイド作用素まで拡張出来ないことを示す反例である。

例1非コンベクソイド，非パラノーマル，ノーマwイド作用素の例（〔2〕・〔3〕）・

　　　　　　　t　l　O　O　O……
　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　■欝：：：：：｛

　　　　　　　ミ　　コ　　コ　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　，j　　　　　　　｝三　i　i　’＼
　　　　　　　し　：　　：　　：　　　　＼

　　　　　　　　　　　ll）とする．Tはノーマrイドになること闘らかである

　例2　非パラノーマル，コンベクスソイドノーマmイド例用素の例（〔4〕）

T…一・ i柵い蝋18）一V購乞肥｛ゆをスペク団・もつ正規作縢と

する。

　nT　ii＝1，6（T）＝｛0｝U｛’b｝＝1），躍（75＝研（M）U躍（N）のconvex　huli：：＝Z）で

、あるからTはコンベクスソイドでかつノーマロイドである。　しかしTはパラノーマル

ではない。Tei　・eL・，，丁鴫驚0であって仁61に対して　II　T2副≧1【7岡2が成り立たな

いからである。

　例3　T2はコンベクソイドでない，非パラノーマル，コンベクソイドノーマロイド，

作用素の例
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〈ll）の馬弓・，二二とし離頴才がそれぞれv2，　1である欄である．

Tのスペクトルは±2，・i，　2i，1，0の6点であるから例2と同様に，　Tは非パラノーマ

ル・コンベクスソ岱ノーーイドであることが示される．しかし（？8）がべき零

作用素であることに注意してT2を計算すればT2のスペクトルは実数だけであることが

わかる・しかし（1？）がべき舗B素であってその誌面が楕円であることからT2

はコンベクスソイドではあり得ない。

　この例は§1定理3でパラノーマル作用素をコンベクソイド，ノーマロイド作用素に

置き換えれ定理は最早成立しないことを示している。T2はコンパクトであるがTはコ

ンパクトではない。

　例4非ハイボノーマルラパラノーマル，コンベクスソイド作川素の例（〔4〕〕。

c一 i68），D：（IDとしTを下記の三面行列で与えると撫下に示す行列

となる。

　　　　　　　　r一一＼　　；；i　、
　　　　　　　　1　 ’o董δ66．t．。．．

　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　i……0　0窟く0）0……
　　　　　丁判＿＿00DS一　O＿．
　　　　　　　　｝　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　｝……0　0　01）一2’……
　　　　　　　　1　　　　　　．　　　．　　．　　　　s

　　　　　　　　｝　　　　＝　　：　：　　　＼、
　　　　　　　　K　　　＝　：　：　　　＼．

（　）は（0，0）行列要素の位置を示す。

　　　　　　　　〆／　㍉、も、

　　　　　　　　1　　・、
　　　　　　　　　　、、

　　　　　　　　｝82（1）l

　　　　　T2　＝i　OOか邊C巷O

　　　　　　　　l　…　　D

　　　　　　　　　　　　　　　l　＼ノ
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明らかにD≧CであるがD2≧C2とはならない。

　この事実によってTはハイポノーマルであるが7「2はハイポノーマルにはならない。

定理1によってこの7「2はパラノーマル作用素である。あらゆるハイポノーマル作用素

はコンベクスソイドであることは知られている（〔7〕，⊂9〕）が，この非パラノーマル，

パラノーマル作用素もまたコンベクスソイドであることを以下で示そう。

　Dは2次元空間E．しの正値作用素であり，その嗣有値は（3十》5）／2，（3・一Y5）／2

である。いまμこ（3＋Y5）／2とおけばμ＞1であり，　II　T2　II＝・μ，　IIγ靖こγμ　であ

る。ψ＝＠i，9♪2）を固有値μに対するDのll！｝1有ベクトル，ψ＝＠1，0），0＝（0，0）とお

く。行列Tは直和㊦ノ坐二E。（瓦、だE）上に作用する作用素と考えられる。1＜1石くμ

なる任意の複素数λをとり，Φをつぎのように置く。

　　　　　Φ一（…味ψ・蝿娩峠砺下弓偽判凶…）

各成分はそれぞれEn（一・・〈n＜○○）内のベクトルである。〈は0座、標の位置を示す。Φ

は①，搾ユE。にぞくするベクトルであることは明らかであり容易にT＊2Φ隠λΦである

ことが示される。すなわちλはT＊2の点スペクトルに属する。したがって1はT2の

点スペクトルか剰余スペクトルに属する。いずれにしてもλεa（T2）。　Aは1＜｝11〈μ

である任意の複素数でよかったからT2のスペクトルのconvex　hullは半径μの閉円

板｛ZllZi≦μ｝に一致する。一方llT袖諏μであり，T2の数値域はこの円板に含ま

れる。しかも一般に数値域の即興は，スペクトルのconvex　hullを含むことが知られて

いる。いまの例ではこの両者は完全に…致している。よってT2はurンベクスソイドであ

る。

　この例から一般に任意のパラノーマル作用素はコンベクスソイドであるか？　が閲題に

なるがこれは現在まで解決されていない。これは上の例以外にハイポノーマルでないパラ

ノーマル作用素の例が知られていないためで，パラノーマル作用素の具体的研究が困難な

ことに起因する。

　3．　この節では§1の補助定理や定理1をふくめて，パラノーマル作用素の既知の事実

を極めて簡潔に導出する不等式についてのべる。この不等式は今後のパラノ～マル作用素

の研究に基本的な役Hを果たすことになると思われる。

定理　4．　Tはパラノーマル作用素，κはTxキ0なる任意のベクFルとすると

ll　TU≧…≧一ｦ寄1｝⊥≧…≧ll総覚斗微｝1≧皆農｝1≧惜1≧　　響

さらに，もしTに逆作用素7Llが存在すれば

　　　　T機π≧ll季馴≧…≧些挙諸1砿≧…≧誹瓢

Tはパラノーマルであるから　II　X　ll・＝1なるκに対してIi　T2副≧ll　7朔i　2よ

って

uで遡＞ll　Tx　ll
Il　Tu　ll　1i：　　　　　1
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Tの斉次性から，任意のXに対して

　　　　　　　　　　　瀦評≧H溜L

・Xの代りに7Lxを代入して

　　　　　　　　　　　膠瑠≧興野

以下同様。全く同様にしてT’一一1が存在すれば第2の不等式も成り立つ。　　q．e．　d

　　単．位ベクトルNに対して基本不等；式から

　　　　　　　　　　　｛｛舞急｝巳≧｝縣』IT…｛｝

よってTがパラノーマルならばTnもまたパラノーマル。またTがパラノーーマルなら

7’はノーマVイド。なぜなら基本不等式から
　　　　　　　　　　　括1嘉11≧（II　7－x　llll　sc　il）n－1

§　1　辛甫助定1廷琵2の考く等ヱに4よ

　　　　　　　　　　　（罧llμ）2四四㍉1陽磨llL　II・T・・ll

より明らか，もしTに逆作用素T’“1があれば，第2の不等式から，あらゆる単位ベク

トルXに対してIl　7L2鋪≧j｝T一　iAf　ll　2。すなわちTがパラノーーマルならT－iもまたパ

ラノーマルである。
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