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　　Ahstract一　ln　a　separable　infinite　dimensioRal　Hilbert　space，　an　operator　does　not　necessarily　have　closed

range，　contrary　to　the　finite　case．

　　In　｛2］，M．　Embry　proved　tha£　if　a　hyponormal　operator　has　closed　range，　its　any　power　does　also．

　　In　this　p　aper　we　shall　extend　a　theorem　of　Embry　aRd　give　some　results　oA　operators　with　closed　range．

　雀．可分な無限次元ヒルベルト空間上の作罵素を考え

るとき，有限次元の場合に反して，いつも閉値域をもっ

とは限らないQたとえ閉値域をもつ作用素を考えたとし

ても，そのべキ乗や積に関して，値域が閉じているとは

言いえない（〔1〕を参照）。

　M．Embryは〔2〕でhyponorma1作用素が閉値域

をもてば，そのすべてのべキ乗もやはり閉値域をもっこ

とをぶしている。

　この小論では，Embryの一定理を拡張すると共に，

閉値域に関連した性質を述べる。

を満足する。

　補題1の条件の一つが満たされるとき，Tのpseudo－

iRverseと呼ばれる唯一っのT＋が存在して，次の式で

特徴付けられる。

　　T　・TT＋T，ゲ諜ジ四・九（TT＋）一“　・T　T＋，

　　　　（T“T）T＞e＝：T“T

T乎丁はR（T　“e）への，TT＋はR（T）への射影作需

素になっている（〔5〕を参照）。

　TεB（ff）がaseeltt　O　or　1であるとはN（T）

＝N（T2）を満足するときを書う。

　2．遅を可分な無限次元ヒルベルト空間とし，ff上の

（有界線形）作用素の全体をB（ff）で書くことにする。

TEB（ff）の値域をR（T），核をN（T）＝｛xeff；

Tx　・・O｝で表わすことにする。

　閉値域をもつ作用素については次のことがよく知られ

ている。

　補題1．TEB（ff）とするとき次の（1）～（3）は同値で

ある。

（1）　R（T）が閉じているQ

（2）　ある（フeB（E）が存在して，　T・＝TCTとかけるQ

（3）あるδ＞0が存在して，

　　　il　Tf　il　llll　6　il　f　ii，　f　e　N（T）”一

　補題2．Tff　B（ff）がascent　O　or　1であると

する。もしある正の整数nに対してR（Tn）が閉じてい

るとR（Tk）（1≦k≦n）も閉じている。

　証明．仮定によって，あるCEB（ff）が存在して

7n瓢7TH（）Tnとなる。このときTがascent　or　lで

あるのでN（T）＝＝　N（T■）（Z＝1，2，…）が分り，

Tn（1一　CTn）・：0よりT（1－CTn）＝0，即ち，

　　　　n－1　　　　　　Tが出て，補題1よりR（T）は閉じていT　＝＝　TCT

る○

　同様にしてエ〈k〈itなるkについてもR（Tk）が閉

じていることが分る。

　Tがk－paraRorma1作用素であるとは，任意の

f向配に対して，
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　　　Tf、ll　k　≦　Tkf　いllノ＃k一三

を満足するときを言う。2－paranorma1は単にpa－

ranorma1と書われている。　hyPORorma｝作用素は

paraitorma1作用素で，　paranorma｝作用素はk－

paran◎rmal作用素であることはよく知られている

（（　ag〕を参照）。

　補題ろ．Tξ露（還）がk－paranorma｝作用素で

あればascentOorlである。

　ところで，一般に，㌦4，Bξ8（翌）を共に閉値域

をもつ正値作用素とすれば，A＋Bが閉値域をもつ必要

十分条件はR（A）＋R（B）が閉じていることである。”

（〔3．P．261））と言うことが知られている。

　αP，Qについて，　R（αP）r翼，　R（Q）；N　なの

で，丁瓢αP，A＝Qとおけば，鍵丁目く1／難A＋賛＝1

が満足されて，しかもT＋Aは閉値域をもたないことが

上の結果より分る。

　しかし，次の事は分っている。

　証明。Tがk－paranormalなので，　xξN（Tk）

に対して，不等式　TxMk≦IITkx馨・11xI－k　一1より

Tx＝◎，即ちxffN（T）となる。

　ところで，一般にN（T）⊆N（T2）⊆；…⊆；N（Tk）

⊆…が言えるので，N（T）＝＝N（T2）となり結論を得る。

　足理喋・Tees（盈）がparanorma1作用素とする。

もしある正の整数kに対して，R（Tk）が閉じていれば，

R（Tn）はすべての正の整数nについて閉じている。

　証明．Tがparanormal作用素であればk－para－

Rorinal（k　・・3，4，…）作用素であるので補題1，2，

3よりII7頚≧δ＃f　II，　feN（T）山なるδ＞0が存在

する。従って，すべての正の整数雛について，

　　ll　Tnf　INI　f　ll　n－1　41；　TfUnl．ith　6nHf　Il　n，

　　∫ξN（T）⊥腰＝・N（7’疏）論一

が成立する。即ち，任意のfeN（Tn）に対して

II　Tnf　ll≧δnlげ擁が成立するので，　Tnは閉値域をも

っことが分る。

　＄．この節では，閉値域をもつ作用素に関連した結果

を述べる。

　Aξ8（還）がもし逆元をもって，Tξ8（還）が

員邪くi／難A－lIlを満足するとき，　A＋Tは逆元をも

っことはよく知られている事実である。この事に対着し

て，Aξ8（凝）が閉値域をもち，　T　ff　as（還）が

II　TU〈1／睡禰を満足するときT÷Aは閉値域をも

つであろうか？　残念ながらこれが書えないことは，例

えば，雌とNを躍＋Nが閉集合でない還の閉部分空間と

する。このような部分空間の存在は（7．§15〕に与えら

れている。今，潔とNへのそれぞれの射影作用素をP，

㊧として，ilαP舞くIl　Q鍵嬬1なる0〈α〈1をとる。

　命題（〔9．P．106〕）．　S，　Ae8（還）でH　4具く1

とする。もしSが等距離作用素（s　）es　＝＝　1）であれば，

S＋Aは閉値域をもつ。

　証明．仮定より，具1一（1十S暑A）li　＝＝　sN’NI≦

躍8湘翫酬く1なので1十8）eAは逆元をもつQ従って，

あるCξ霧（8）が存在してC8靴S＋A）＝1が成立

する。それ故，（8＋！の（フ8　÷e（8を！4）嵩8＋！生が満足

されるので，補題1よりS＋Aは閉値域をもっことが分

る。

　一般に，値域と次元については，次の事が成立っ。

　定理2．Aξ8（翌）が閉値域をもち，TE8（翌）

がllTll〈1／撫4＋甘を満すとする。このとき，

　　dim　R（A÷T）2）・　dirn　R（A）

　　dim　R（A十丁）一’“　k－m　dirn　R（A一’“）

が成立する。ここでdimは次元を表わすものとする。

　証明。｛Ul，u2，…，　Un｝をR（A）における任意

の一一次独立を集合とするとき，（A＋T）、4㌔1，（A÷

T）ノ4千u2，…，（A十丁）A＋UnがR（盆十T）で一

次独立であることを示す。

　さて，Σ；αi（A＋T）A÷　2ei＝0として露＝Σ1αi％1≒0
　　　　量　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

とする。このとき，

　　o＝　ll　Z　ev　i（T＋A．　）　t〈1．“2e　i　li

　　　ue賦7七4）A“F　x　il

　　　me　IlTAM－x十ん4＋xil

　　　＝＝　g　x十TA’　x　ll

　　　　　　（∵xξR（A）＝R（、4ゑり）

　　≧鐸酬一目TA＋x艮
　　〉　ll　．x　II　一　ll　T　ll　ll　A“ij　li　x　II

　　＝縫xll一鐸xil＝0

これは明らかに矛盾であるQ従ってx　＝・　Oとなり
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αi＝0（i　・1，2，…，n）が分る。故に，　di挙R（A＋

T）≧dimR（A）を得る。

醐様の方法で，dimR（（A÷T）N）≧dim　R（AN）

が出てくる。

　定理2の系として，

　系壌．∠4，BeB（ff）が共に閉値域をもっとする。

もしA，Bが
　　UA．　一B　II　〈1／max｛＃　A“　ll，　ii　B“　ll　｝

なる不等式を満たせば，dim　R（A）≧dimR（B），

dimR（A’）e）≧dimR（8興）が成立する。

証明．定理2でT　・・A－Bとおけばよい。

　系2．P，　QEB（丑）を共に射影作毛素とする。も

しP，Qが

　　ll　P－Q　ll　〈1

なる不等式を満たせば，rank　P＝rank　Qが成立する。

　注：意．系2は一般によく知られている（〔6：Probiem

43）　）o

　Kato－Moriyaは（8〕でpseudo－inverseにつ

いて

　　　疋A一がβ　翻践一釧・max｛ll　A“　ll，

　　　　ll　B＋　ll　｝，

　　瞬ガー3ガ　≦A一捌｝・max｛　ガ　，

　　　　UB＋　ll｝
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なる不等式を証明している。

　この不等式と系2を使えば系1が出ることが分る。
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