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　　Abstract　一　lnvestigations　on　continuous－measure－valued　derivatioRs　on　the　unit　interval　1　are　continued．

If　E　is　a　closed　subinterval　of　1，　a　derivation　on　C（1）　induces　a　derivation　6E　on　C（E），　and　then　we　first　show

that　6E　is　closed　if　6　is　closed．　When　the　kernel　of　a　closed　derivation　6　on　1　is　composed　of　all　coRstant

functions，　then　secondly　we　show　that，　for　a　function　a　G　＠（6），　if　6（a）　vaRishes　on　a　closed　interval　E　ef

I　then　cr　is　constant　on　E．

　1．がをC環，ノをBaRach空間とする。〆×Mから

ノへの有界双線形写像

（A，　m）一mA，　（A，　m）一一＞Am

で，〆の単位元1に対してはim＝：ml＝mでありかつ

3つの型の三重積、4、、42規，A1〃mA，，　mA、A2に対して

結合則が成り立つとき，xをBa照ch〆一加群という。

このときafからXへの微分とは，定義域bl（6）が〆の

稠密な部分環であるような線形写像δ：〆→Mであっ

て，すべてのA，B∈釧δ）に対していわゆる微分律

δ（AB）＝ノ窪δ（β）十δ（A）B

を満たすものをいう（［5］）。

　特に〆としては単位区間1＝［0，1］上の実数値連

続関数全体に一様収束ノルムを与えたC環C（Dを，ノ

としてはC（1）の共役Banach空間すなわち1上の

Radon測度全体の空間を考えて，α∈C（Dとμ∈M（1）

との積α：μ6M（Dを

　　（op）（9）＝一pt（evep）

　　　　　＝fev（t）q（t）pt（dl）　（pE　C（1））

で定義することによりM（1）をBanachC（1）一加群と見

ることができる。そして［1］，［2］において1上の微分

すなわち微分δ：C（D→M（Dについて幾つかの事実

や例を示したが，さらに考察を進めることにする。な

お定義域pa（δ）は定数関数をすべて含むものとする。

　測度μ∈M（1）は1上のLebesgue測度を基準として，

絶対連続，連続特異，離散的の3種の測度に一意的に

分割できるが，それに対応して1上の微分δを

6（a）”A（a）十S（a）十D（a）　（crEg（6））

と一意的に分割できる。ただし，A（α），　S（α），　D（α）

はそれぞれ測度δ（α）の絶対連続部分，連続特異部分，

離散部分であって，A，　S，　Dは共に1上の微分になる。

　［2］においては主に離散部分について考察し，特に

常に◎である自明な微分以外の離散測度値微分は閉微

分であり得ないことも示した。従って閉微分は離散部

分を含まない。また閉微分については［1］において［6］

の議論をたどって，基礎的な部分についてはCα）→

C（Dの微分とほとんど類似の性質が成り立つことを

示した。一方C（D→C（Dの閉微分については常に閉拡

張が存在する（［6〕Theorem3．2．5）が，［2］においては

それと全く反対の性質として，標準的な閉微分d：

C（D→M（D（曾（d）　＝　CV（D）には閉拡張が存在しない

ことを示した。

　今回は主として1上の閉微分を1の閉部分区間Eに

制限した場合についての性質を調べることにする。
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　2．δ：C（D→M（Dが閉微分ならぼ定義域⑫（δ）は

ノルム1αII6＝1α1十1δ（α）月によってBanach環

になる。しかもそのスペクトルは1であってee（δ）は

このノルムで1上のSilov環になる。すなわち1の閉集

合Fとt。∈FCに対してαIF＝・　O，α（t。）＝1となるα∈

＠（δ）が存在する。これによってまたα∈Pt（δ）が1の

開集合U上で定数値をとるならぼδ（α）はU上の測度

として0であることが分かる（巨］定理2，定理3）。

　従っていまEを1の閉部分区間とするとcvlE　・，31E

ならばδ（α）【E＝δ（β）IEとなるから

　　6E（crlE）＝（6（ev））IE　（cyEpt（（S‘））

によってE上の微分すなわちδE：C（E）→M（E）が一意

に定義される。定義域は

　　Sir（（SL，）　＝：｛cv　I　E　：　af　E　Sir（（sL）｝

である。閉微分の構造を調べるためにはこのδ，も閉微

分になることを知る必要がある。そのためにまず［4］

Lem．1，　Lem．2，［6］Lem　．2．2．1と類似の次の補題を

示そう。

補題1．δ：C（D→M（Dを閉微分とし，α1，α2∈Pt（6）

が一点t。∈（0，1）においてα1（t。）＝α2（t。）を満たす

とする。このとき

　　灸蝋譲lll：1劉；

によってlt∈C（Dを定義し，1の任意のBorel集合B

に対し

　pt（B）＝＝6（a，）（BA［O，　to］）十6（a2）（Bn［to，　1］）

によってμ∈M（Dを定義すれぼ，2ir∈Pt（δ）かつ

δ（a）＝μである。

　証明。まずα、＝0の場合に証明すれば十分であるこ

とを示そう。実際この場合に補題が正しいとすれぼ

α、一α2と0に対して適用することにより

，（，）＝：｛％i（‘）一a2（‘’　：E［，？；　loil

　　v（B）　＝6（ai－cr2）（Bfi［O，　to］）

によってβとvを定義すればα∈曾（δ），δ（β）＝vとな

る。従って

　　　　　2ir　＝i：　」（3＋a，　G　SI，（（S‘）

であって，Bore藻合Bに対して

6（a）（B）＝＝6（6）（B）十6（a2）（B）

　　：6（cr　i－ev2）（BA［O，　te］）

　　　＋｛6（a2）（BA［O，　te］）＋6（ev2）（Bfi［to，　1］）｝

　　＝6（ev，）（Bn［O，　t，］）十6（ev，）（Bfi［t，，　1］）

　　＝＃（B）

となるから，δ（ev）＝μとなり結論が得られる。

　よって以下α2＝0，α、＝α，α（to）＝0とする。

　　O　〈E；＄　一ll一　max｛la（t）　1：　O　；＄　t　：g　te｝

とし

　a　＝＝max｛tG　［O，　to］　：la（t）1＝　2　E｝

　b＝min｛tE［a，　te］：lcy（1）1＝＝E｝

　c　：min｛｛1｝U｛tG［te，　1］：la（t）1：X｝｝

とおく。必要ならばαを一αに変えて

　　a（a）＝2E，　a（b）＝E

としてよい。［2］の定理4により閉微分は連続測度で

あるから，任意のη＞0に対しεを十分小さくとれば

　　［6（a）1（［a，　to］）Sij

とできる。巨］の定理2によれぽ，β、，β2∈Pt（δ）で

　　Ofirs，E1，　e＄6，S　1

かつ

pi（t）＝（　5　Ei：［［2i　fll

卿一し1灘：智）

となるものが存在する。このとき

　　　γ＝α十2UαII（β1十β2）

とすると，γ∈璽（δ）であって［0，b］ではγ（t）≧ε

である。実際

　y（t）　＝　cr（t）　十2　ll　af　H　（6i（t）　十i（32（t））

ic，（212，　ii　ev　iikiiaii　kE　gE［£；　gil
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また［t…］ではγ（t）≦をである・実際

　γ（t）＝＝α（t）十21αIIβ2（t）

　　　≦儲臨ll≦音1餓智）

である。さらにp∈Ci㈹は

　　O　；：ill　P’（s）　S　2

ρω一｛濾董る

であるとすると，［0，b］ではγ（t）≧ε，∂（の＝α（t）

だから

　　｛P（7）　一　（2　ll　a　II　fii十　a”）｝（t）

　　　　　　：y（t）　rm　y（t）　＝　O

であり・［t・・1］ではγ（t）≦÷β1（t）一・・鋼一

〇だから

　　｛P（3t）　一2　ll　a　E　i（3i一　a’｝（t）　一一〇

すなわち［0，b］U［to，1］において

　　p（　〉，）　一2　II　cr　ll　，B，一。’vV　一一　O

である。また［b，t。］ではβ，（t）　：0，∂（t）　・α（t）である

ことと，［γ（t）1：［α（t）【≦2εによってゆ（γ）（t）1

≦2εとなることからt∈［b，to］において

　　1（P（Jt）　一2Ua　ll　28i－cu）（t）1

　　　＄Ip（／）（t）1十lcr（t）IS2E十2E　：4E

となる。［月の定理1によりp（γ）∈9（δ）であり，Borel

集合B⊂［G，b］U［to，1］に対しては
　　｛a（p（y）　一2E　a　ti　」3i）　一＃｝（B）　＝　O

である。なぜならB⊂［0，b］のときは

　　pt（B）　：6（ev）（B）　＝6（ft）（B）

だから左辺は

　　｛6（p（7）　m2　ll　a　II　6i一　fr）｝（B）　＝＝　6（O）（B）　＝　O

であり，B⊂［t。，1］のときはp（γ）＝O，β，＝0，

μ＝0だからやはり左辺は0である。そして残りの区

間［b，to］では

1（S‘（p（y）　一2　II　cu　ll　，（3i）　rm，tz　l（B）

　二［pt（γ）δ（γ）一211αIIδ（β1）一μ1（B）

　：s21〈s“（　lf）1（B）　十2　II　cr　ll　（is“（x3，）（B）　十1（s‘（a）1（B）

　＝216（ev）1（B）十2　il　a　ll　’　e　十16（a）1（B）

　＝316（a）1（B）＄30p

となる。以上によって

　　U　（P（y）　一2　ll　af　ll　Bi）　pm　2ir　E　S　4　E

　　II　6（p（y）　一2　H　a　ll　，Bi）　一，£t　II　＄3i7

となる。ε，ηは任意に小さくできるから，δが閉であ

ることにより

　　Zir∈曾（δ），　δ（菱）皿μ

となる。

　補題2．δ：Cα）→M（Dを閉微分としE・　［ti。，　ti］

を1の閉部分区間とする。α∈9（δ鷺）に対し

薦）一

oiil：i鰐［to］）tO，　t11］）］）

によって∂を定義すれば

　　d’if”E　stY（6），　6（a一）lE”　6E（cv）

である。

　証明。St（δE）の定義によりβ霞＝αとなるβE釧δ）

が存在する。また定数関数が釧δ）に属することは前

提されているから，補題1により∂∈slil「（6）である。従

ってδEの定義により

　　6E（a）＝　6E（，BlE）　＝　（S‘（，B）lE　：csL（2t）lE

となる。

以上の準備の下で目標とする次の定理を示そう。

　定理3．δ：C（1）→M（Dを閉微分，Eを1の閉部分

区間とするとδKもC（E）→M（E）の閉微分である。

　証明。E＝［t。，　ti］とする。｛αn｝をPt（δE）の関数

列としC（E）においてαπ→α，M（E）においてδε（απ）

→μであるときα∈Pt（（SLE）かつδE（α）＝μであること

を示せばよい。

i・（t）一
增Fi箋翻：

とすると補題2によりfrn∈Pt（δ）でありδ俵。）IE

＝δE（αn）である。C（Dにおいて
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2g．（t）一一me’a（t）＝：

iili）］　ii［lf？；’　（’3］，）i

でありδ（ftn）はM（1）でのCauchy列である。δが閉微分

だから従って

　　ke　e　st（6），　6（ft）　：lira　6（ke　n）

これをEに制限すれば，刻E＝α，δ俵）IE＝δ承α），

limδ（α。）iE＝1imδ£（α。）＝μであるから

　　，if　G　flilr（（S‘E），　6E（cv）　：，U

が得られる。

　なおまた［3］のLem．2．4，［6］のLem．2．2．4と同様

に次の定理が成り立つ。

　定理4．1上の閉微分δについてその核がX（δ）＝

｛λ1：λ∈R｝であるとする。Eを1の閉部分区間と

して，Eの任意のBorel集合Bに対してδ（ev）（B）＝0

であるならばαはE上で定数である。

　証明。aがE＝［t。，堀で定数でないとして見よう。

必要によってはEの閉部分区間を考え，あるいはαの

代りに一αを考えることによりα（t。）＜α（t）としてよ

い。Eの閉部分区間を選んで

　　a（to）〈miR　ev（t）〈max　a（t）〈a（ti）

　　　　　　F　　　　　F

とし

　　M一一max　a（t），　m　：miR　a（t）

　　　　　F　　　　　　　　F

とおく。

a　：max｛｛e｝u｛tE［e，　to］：ev（t）＝m｝｝

b　＝min｛｛1｝U｛tE［ti，　1］：ev（t）　：M｝｝

とすると，e（δ）はSilov環（［1］定理2）であるから次

のような関数β∈Pt（δ）が存在する。すなわち

一1：一sgp（t）＄o　（tE［a，　to］）

　O；S6（t）Sl　（te［t，，　b］）

かつ

βω ﾛ｝i盤li

そこで

　　7　＝：　ev　十2＃a　II　B

とおけば［1］の定理3とαに対する仮定により

　　6（y）IE＝　6（‘y）十2　H　cv　II　（S（，（3）　一ww　O

であり，さらにt∈［0，t。］　U　［ti，1］に対して

　　7（t）K　［m，　M］

である。いまfをR上のC1関数でsuppf∈［m，　M］

なるものとすれぼ［1］の定理1によってf（γ）∈國（δ）

であって，しかも定数関数ではない。一方［O，t。］U

［4，1］上ではf’（γ）＝0だから

　　6if（7））＝　f’（y）　6（y）　＝＝　O

となって定理の条件に反する。
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