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　　ハわεオ1ヨ。亡．．We　co簸cem　with　short　ch℃uiti簸g魚genera銭zed鍛e亡work　along　the　vector　space　approach

developed　in　our　earlier　paper　［41．　The　ends　of　this　report　is　to　see　that　iR　shofting　some　pofts　the　immit－

tance　matrix　of　the　network　is　coincide　with　the　shorted　matrix，　introduced　by　W．N．　Anderson　Jr　and　his

collaboratofs．This　fact　is　shown　from　two　viewpoints，　the　fust　is　from　interconnective　structure　and　the

second　is　from　minimal　power　priRcipal．

壌．まえがき

　本研究は拙著の前論文〔4〕に引き続き抵抗だけの素子

からなるpポート回路網のベルトル空間的立場からの接

近である。この方法はマトmイド理論を適用する立場（例

えば〔3〕）と等価であるうえにより初等的であることが

最大の利点であろう。

　電気回路網においてポートや素子のある部分を短絡す

ることはグラフでは対応する辺を縮約することに当る。

さらにはマトロイド理論においても縮約の概念が導入さ

れている（例えば〔5〕）のでわれわれの立場においても

一般回路の短絡操作が自然に定義されることになる。一

方W．NAnderson等は理想変成器を含むことも許さ

れる抵抗回路網について作用素論的な方法による研究を

進め（〔1〕，〔2〕参照），その申で正作用素に対して短絡

演算を定義している。われわれはベクトル空間的立場か

ら一般回路のポートのある部分を縮約したとき，そのイ

ミタンス行列は彼等の導入した短絡演算から導びかれた

ものと一致することを二通りの方法で確かめた。本稿は

その報告である。なお以下においては冗長を省くために

用語の定義等については〔4〕との重複を避ける。

2．準 備

　eをn次元ユークリッド空間，E＝｛el，e2，…，　en｝

を8の正規直交基底，N＝（’レ，　Ep，1））をnORdege－

neratedクラスゲに属する一般回路とし以下に於て

これらを固定する，ここでVはeの正則部分空間

としEp（⊂E）はポートに対応する基底をDは素子

に対応する基底E＼Ep上のイミタンスを与える非負対

角行列を表す。

一タンス行列Zは擁現行i」・J　R一

を用いて

　　z一£，［珂ガ1Bgr1場　　　　　（1）

と表わされる（記号を簡素にするために〔4〕で使った

π第Rg＊を上式ではRp，　Rgを用いた）・（1）で与えら

れる行列はパラマウント性をもつ（〔4〕定ff　2．2）こと

からイミタンス行列は常に非負定値行列となることはよ

く知られている。

　今基底Eの部分集合Fに対し、S’＝＝　span　Fとし

9への直交射影をPFと表すときεの正則部分空間

γのダへの射影馬γ，似∩8をそれぞれ9の部
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分空間と見徹し　’z，f’のFへの制限，’レのFへの縮

約と呼びそれぞれ’Z／1　F’，γ．Eと表す。

補　題　，

　　　　　　　　エ　tZ／’．F　＝夕eγIF

きは従属集合と呼ぶ。

　補　題　2

　Gはγに関する独立集合であるがGU｛e｝は従

属集合であるとき，PG　f　・＝　Oを満す任意の∫e似に

対して〈f，e＞：0が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ証明　露ez！．　Fとすると任意のiy　G　71Fに対し，

　　　　　　　ゐyはあるu∈γによってy　・・　．PF　2eと表わされるか

ら

　　〈x，y＞Sx・一〈x，　PF　2c＞

　　　　　　　＝＝〈PF　X，　ec＞

　　　　　　　識〈露？る’〉

　　　　　　　＝0

　ここでく，）’8xは。：9”における内積を表し，〈，〉は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よもとの8における内積を表す。従って，x∈gr㊦γ　iF
　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　

逆に，x∈87　O　7／IFとすると任意のu∈似に対し，

　　〈¢，％〉＝〈巧銅ゆ，％〉

　　　　　　＝〈x，PFU＞．s7

　　　　　　＝0

　従ってx〈藁γが解る。よって，x∈9∩／！＝V．F

が示された。　　　　　　　　　　　　　証明終り

　注　意　鷹

　rl／’IF，・U．F　は共に9の正則部分空間となる。実際，

tZ／IF　の表現行列としてVの標準表現行列のFに係

る行からなる部分行列をとれば完全単模行列であるから

’Zx・　iFの正則性が解る。似．πについては上記の補題から

同様に示される。

　（9上の一般回路N＝（’1ノ，Ep，D）から誘導される

夕上の一般回路壕＝（勿F濯P∩刃，D　IF）をNの

刃への縮約という。
　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し
　上記の補題1は（tZ／IF）　の表現行列として’Zit“．Fの

　　　　　　　　エ表現行列，即ち仮　∩ダの列べクトルからなる部分行列，

を採ることを許しNとその縮約2VFのイミタンス行列

間の具体的な関係を与える。次の補題と系もまた両者の

より精密な関係を与えるもので主定理の証明の折に有用

なものとなる。

　今，Eの部分集合Gについて，　Gがある叙の補

基に含まれるとき似に関する独立集合，そうでないと

　証明　GU｛e｝がγに関して従属集合であるから

〔4〕補題3．1により　ilg目⊂GU｛e｝を満すge似∴

が存在する。ここでiHlはsupportを表す。一方

Gが独立集合であるから同じ補題により

　　li　g　ll　A　（EXG）k　sz5

　従って，e∈訓gffが解る。またf∈E’z／がPG！

＝＝　Oならば

　　il　f　ft　A”　g　U　C　（EXG）　A　（G　U｛e｝）　＝｛e｝

であることから

　　〈L　g＞＝＝〈f，　e＞〈e，　g＞

が成り立つ。！∈ンン　かっgG’Z／⊥より左辺は0，ま

たeGHgliより〈e，g＞≒0。従って，〈f，e＞＝

0が示される。　　　　　　　　　　　証明終り

　系　　5

　GはVに関する従属集合のとき，（；bをGに含ま

れる極大な独立集合とすれば次が成り立つ。

　　’Zir　A　span　（E　XxG）　＝＝’Z／n　span　（EXGe）

　証明　Go⊂GよりE＼G⊂β＼Goだから⊂は明ら

か。逆に，／6γ∩span（E＼Go）とする。任意のe

∈i（E＼Go）＼（E＼G）＝G＼Goに対してGo　U｛e｝

は従属集合となる。また／∈’Zi”はPGo　f　＝＝◎を満す。

従って補題2をGoについて適用すればくf，　e＞＝・　O

が解る。従って，

　　U！月∩（」Mu＼Go）＼（Zグ＼G）＝ラ～～

が成り立ち，よって1げ1⊂E＼Gが示される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終り

定　　義

8上の非負定値作用素Aと8の部分空間9　に
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対し，次の2次形式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム〈Ax諾gy－V）〉…i・f｛〈A（吻）・・＋・〉・・∈朗

　　　　　　　　　　　　　　　　　（xEige）　　（2）

によって定まる夕上の作用素．45zをAの9への
短絡作用素と呼ぶ。

　Aが行列の場合でもそれを8に関する作用素の表

現と見倣すことによって行列の短絡演算が定義される。

補　題　 4（〔1〕）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よAは非負定値行列とし，8の直和分解（9；S㊥ど7

に鰍てA　io・　A一
m魏；］と表わされるとき・

A22が可逆であれば

　　ムジA一ゑ・2砺1孟21

補　題　5

補題と同様の仮定のもとでAも可逆であれば

　（A－1）ダ＝ゑガ1

証明　ブロック行列の逆行列の計算と上記補題から

A－1…
m謡：］とおくとA・1　fos’可逆であ棚22

も可逆となりその逆も成り立つ。さらに

　　All　＝（BザB12砺1β21）一1

　　　＝＝　（　（　A－i）．：x　）一i

も容易に示される。　　　　　　　　　　証明終り

5．主定理

　前節までの準備のもとに次の定理を証明することが本

稿の目的である。

　定　　理

一般回路N一（γ，妬D）（∈ゼ）のイミタンス

行列をZとする。

　E＼Ep⊂F⊂Eなる．Pに対しNのFへの縮約
NF　・”（’z／m，　Ep∩F，　D）のイミタンス行列ZF　は

Zのge∩らへの短絡行列ZSflε，と等しい・ここ

でge＝spaR　F，（9p　＝span（Spとする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　よ　定理の証明に先立ち，伽　と（’Z■IF）　＝・・　r　∩9に

関する表現行列の関連性を調べよう。

　　　　　　　　　　よ　E＼Fに含まれるVに関する極大独立集合を採り，

Goとする。さらにGo⊂Ee⊂刃pなる極大独立集舎

燭へ拡大する。さらにまた鞠を含む補基へ拡大しそ

れをTとするとE＝（Ep∩刃）U（Ep＼F）UF＼Epな

る分割に出て各項をさらに

　．ll］，X．R’　uz．E］X．F’　：GeU　G1

ここでG1・・　E＼（．F’　U　Go），

　E，A．Pi＝（ZioXGo）VEi

（3）

（4）

　ここでEl＝（Ep∩F）＼（Eo＼Ge），

　　29’＼zら｝＝（T×Ee）　uFl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　ここでK：：＝（F＼Ep）＼（T＼Eo），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　と分割すると，この分割に対応するγの標準表現行列

κ　は次の形に表わされる：

　　　　　　　翼

R＝

3⊥肚9．

郵ol超
　　のぎ　　　　　　　　の
　　　　　マ　コ

　OlOI1の　　　　の　　　　　

o：o－1冨

　　　　｝
　　　　　　ロ

011・0
　　　　ロ　　　りじ　　　

RllR21R3

劉＼Go

ll｝岬
i：，×　Eo

場

実際，Ge，　Eo＼Go，T＼Eoに係る行はV”の補基

をなすことにより単位行列の部分となる。Glに属する

行の0は独立集合であるGoとの従属性により系3か

ら導かれる。易に属する行についても同様である。

　上記のRから（　’YIF）よの表現行列を求めよう。

（■Z／’iF）i　．・　af’L∩9よりRの列べクトルでsupport

がFに含まれるものが（iZl　［F）よ　を張る。従って，

表現行列Sとして

s　＝：

．
一
〇
〇

　
「
ー
ー
㎜
戸
1
　
1

1
　
R0量1
ロコ　　

Rl：R2

を採ることができる。定理の証明に入ろう。

足理の証明
　ヨ　　　　　　　　　　　　し

2！　，（’2／　IF）　の表現行列R，8を
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使うことにより

ると
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Z，ZFをそれぞれ（1）に従って計算す

一鷺團囮瞬臆幻

一轍隠ゴ隠糊，

　ここで

砺儒：窪潔劃，

昨㍑窪：レ囲晒・

z・・＝：
m調｛圏囮圖ド［認｛／

一［s，：］Aゴ圏．

　一方，Zの9∩（Spへの短終行列を（2）に従って計算

すると

　〈毎∩ερりじ・劣〉

＝inf’ o〈Z（sty），　x＋y＞；yG8，0（，：？”A（fl），）｝

藩膿：1眩：馴胤lil剥團〉

蕊〈臨ゴ∴／隣∴1＞

・：
q躍「州，卜剥〉

＝〈ZF　x，　x＞　（xEffi，：7　A（S）p），

　ここでx；　Xl㊦x2，y＝Yl㊦Y2はそれぞれ前述

のEの分割（4），（3）に対応する空間の分割に従うもの

であり，最後から2っ目の等号は補題5から導びかれる。

　4．主定理の別証明

　本節では最小電力性の公式を使って主定理の別証明を

与えよう。

　補　題　6（最小電力公式）

　一般回路N＝（’y，Ep，D）（∈ガ）のイミタンス

行列Zは
　　〈Z　x．　x　’〉一Min｛〈D…　・〉・じ］e勿｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（xE8，）　（5）

を満す。

調ゲの表胴を左一 �ﾆL・

・。一一〇｝’醸R，‘ガ1祠一1碗とおくと

晦判劇論鋤さらに

　〈D　ye，yo＞・〈一Rg〔　Rl　D－1　Rgコー1婦x，

　　　　　　　　一D－i　Rg［Rgt　D－i　Rg］一i　R，‘　x＞

　　　　　　　　＝〈R，［Rg‘　D－1　Rg　l－1　Rgt　x，x＞

　　　　　　　　＝〈Z　x，　x＞

が示される。後はyeが（5）の最小値を与えることを示

せばよ・備の
mil］　G・V　・2とる・［，2，。］∈v

より　y－ye⊥ranRg。DYe∈…ralt　Rgなので〈Z）yo，

y一一　yo＞＝・0。従って，

　＜∠）y，y＞xe〈D（ye　十（y－yo）），2Je十（y一　ye）〉

　　　　　　＝〈Dyo，　ye＞十〈D（ymyo），　y－ye＞

　　　　　　＞／〈D　ye，　yo＞　　　　　　証明終り

　主定理の別証明　Nの縮約ム伝＝（’Zf　m，　Ep∩F，　D）

のイミタンス行列ZFは最小電力性より

〈ZF　x，　x＞　＝min｛〈D　y，　y＞　；［yX］　ff　PF　’z／｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　（　x　ff　8，　A，s　7’）
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　　　　　　　　　　　　　本節の証明は北大応用電気研究所安藤教授の示唆によ

で与えら欄た c嚇に対し［多］∈V

かつ
m；］　一・　P・　［1］となるv　…8P∩〆がとれ

るから

く毎　〉一　Pt｛〈D　y，　y＞；［1，　］G　’Z／｝

　　　　　　一iザ｛m多n｛〈D鵬〉・嘲釧｝

　　　　　　一i・f｛くZ［彰］・［：］〉・・卿ダ｝

　　　　　　；〈ZemAs　X，　X〉（”暢∩の・

　　　　　　　　　　　が示された。　　証明終り　依ってZlp　＝　Z
　　　　　　　8P∩ダ

るものであり，ここに感謝の意を表します。
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