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　　Abstractr　一　ln　the　preceding　paper　［61，　we　have　obtained　some　pr．，dperties　of　dist　（T，　N＞．　Very　recently，

1・・mi・◎【519・v…h・・・…「i・ati…f・蜘・副・P・㈱rs（dist～η）”ll　Tの・

　　In　this　paper，　firstiy　we　sha11　give　an　another　characterization　g．，f　anti－normal　operators．　Secondly，　we　shall

discuss　approximating　by　Gl一一〇perators　with　restricted　spectra．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　今

　1．B（劫を可分なヒルベルト空間ff上の（有界線形）

作用素の全体を表わすことにする。作用素T∈B（H）を

B（H）の部分集合8で一様ノルム近似することを考える。

すなわちdist（T，　S）＝：inf｛ll　T－S　ll；3∈S｝を

調べる。Nを正規作用素の全体とするとき，〔6〕において

dist（T，　．N）のいくつかの性質を述べた。特にanti－

norma1作用素と呼ばれているものの性質を与えたが，

ごく最近になって，泉野は〔5〕で〔6〕のdist（T，N）

についての不等式を改良して，その結果，ant　i－norm

al作用素の特性化を得ることに成功した。この小論では

まず最初に，anti－nornal作用素の他の特微付けを与

える。次に，集合Sを制限されたスペクトルを持つGi一

条件と呼ばれるものを満す作用素の全体として，ある種

の作用素を近似することを論ずる。

（2聴r、σ）ur・…　｛R・λe・・（の）｝でf・e（a”1）を

　jTlのCalkin　algebraでのスペクトルを表わすとき

　llT　ll　＝＝　me　（T）o

（3）Uをユニタリー作用素の全体としておけば

　　　dist　（T，U）　＝：1　十　llT　ll　o

　そして，

（4）ある正数α，等距離作用素W，IKIi　ntlなる正値

　コンパクト作用素Kが存在して

　　　T　＝一　aW（1－K）

　とかける。

　〔6，系2〕でaAti－norma1作用素Tのスペクトルσ

（T）がσ（T）＝・＝｛z；lzl≦提7’頑なることを示したがも

っと強く，

　2．作用素TをNで近似するとき，dist（T，　N）＝

ll　T　llなるTをaRt　i－normalと呼んだが泉野は〔5〕で

次の結果を得た。

　定理2。T∈B（IH）がant　i－ito　rma　1作用素である必

要十分条件は，任意ユニタリー作用素Uに対して，σ（U

T）一｛g；igl≦llT　ll｝となることである◎

定理1．作用素T∈B㈹がindT≠0を満足すると
き，次の条件（1）～（4）は同値である：

　（1）Tはanti－norma1である。

証明．Tをanti－no　rma1とすると〔6；定理1〕よ

りiRd　T≠0である。　llT　ll　一1として十分なので，定理

1より，あるユニタリーでない等距離作用素Wと正値コ

ンパクト作用素Kが存在してT　一＝W（1－K）とかける。
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今，　1。1　〈1とすると，卜。　wtiは任意のユニタリ

ー作用素Uに対して可逆である。そこで，
　　　　甚　　　x　　　　　　　　　　　－x
　ind　（Wこ1（UT－2））　＝　lnd　（レV7「一9レレz乙1　）

　　　　　　　　　　　　一　ind　（1－K－aW　U）

　　　　　　　　　　　　＝　ind　（　1一之潤／　U　）

　　　　　　　　　　　　一〇

　となる。故に
　　　　　　苦　　　　　　　　　　　x－
　　　iRd　（（ノT－9）一一ind　（WU）　＝＝　ind舞／〈0
　　　　　　　　曽　　　．＿　　　　　　　　　＿＿　　苦

　で，dimker（TU－9）≧1となりzはTUの固有

値である。従って一般に，ユニタリー作用素Uに対して

　　　σ（UT）＝｛2；igl≦；iiT　II｝となる。

　逆に，r（T）をTのスペクトル半径としておけば，U∈

むに対して

　　　llT－UII　k　r（U　T－1）＝＝＝　1÷　iiT　II

　が満足されるので定理1よりTはanti－norma王で

ある。

　3．ここでは，正規作用素，subnormal作用素を制限

されたスペクトルをもつG，一事件を満す作用素で近似す

ることを考えて，それぞれが最良近似（best　approxlma

Rt）を有することを示したい。

　作用素Tが沿ミσ（T）なる任意の複素数に対して，

　　　Il　（T－R　）一’s　一g　i／dist　（a，　ff（T））

を満足するときTはG一条件を満すという。又はTをGi

一作用素と呼ぶ。

　次に，Aを複素平面Cの中の空でない閉集合とする。

¢からAへの関数Fが4に対する（distance一　mzniM2

ing）retracl’ionとは，任意のλe遅に対して，

　　　tz　一F　Ci；）lslz－R　1，

すなわち，

　　　lz　一／i”　C2r）1　＄　p（g），　p（g）　一一　dist　（z，A　）

を満足するときを言う。（〔3〕を参照）。

　以下，次の補題を必要とする。

　補題1（〔3；補題））．AをCの中の空でない閉集合

とするときAに対するボレル可測なretractionFが存

在する。

次の補題は〔2；牢理〕で独立に証明されている。

　補題2。任意の作用素Tに対して，NをG1一作用素

とするとき

　　　g（T）　｛！；　｛2；dist（e，　a（N））　＄　lt　T　一NII｝

が成立する。

　証閣．略す。

　定理3．Aを任意の空でない閉集合とする。　FをAに

対するボレル可測なre£ractionとするとき，正規作用素

君に対して，

　（1）　g（F　（A））gA，

　（のNをσ（N）⊆Aなる任意のG1一作用素とすると，

　　　ii　A－F　（A）u　＄］A－M：

　　が成立する。

　　証弱。　（i）は既に〔3淀理〕で述べられているが，

後者の証明の為に，概略を述べる。Aは正規作用素なの

で，あるL2空間kの乗法作用素φと同一視される。この

とき，Fの値域range　FはAに含まれるので，　range　F

φ⊆Aが分る。従って，eSS．rang　F。φ篇O（F（A））⊆

Aとなる。

　㊥について，A“（A）はし2空間上でφ一F。φなる乗

法作用素とみなされるので，1φ一F。φ1≦p・φと

φ（a）⊆σi（A），A⊇．σ｛（N’）より

　　　p　o¢＄　dist（¢（z），　o（N）　＄　ll　A－N　tt

なので，結局　li　A－F（A）　≦iし4ヨ鴇iを得る。

　注意．定理3は，Nが正規作用素のときHalmos〔3〕で

示されたものである。G（A）をσ（T）⊆Aなる制限され

たスペクトルをもつG1一作用素の全体として表わしてお

けば，G1一作用素に対するスペクトルの連続性によりG

（A）は閉集合となる。定理3の（il）は，任意の正規作用素

がG（A）の申で最良近似をもっことを琶っている。実際

は，Aの中にスペクトルをもつ正規作用素F㈲が最良近

似になっている。

　作用素T℃B（H）がsubnorma　l作用素であるとは，H

を含むヒルベルト空間κと正規作用素N（EI　B（K）が存在

して，ヒルベルト空間∬でTとNが一致するときを言う。

このsubnommal作用素は明らかにNを含む一つの作用素

のclassである（〔4〕を参照）。
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　定理4．Te君（111）を・subno　rma　l作用素とする。Aを

任意の空でない閉凸集合とすれば，TはG（A）の中に最良

近似をもつ。

　証明．亙をヒルベルト空間κ⊇H上で作用しているT

のmini㎞al　normal　exteRsiollとするとσ　（N）巽σ（T）と

なることは周知の事である。このとき，Alに対して，定

理1より，濯に対するretraction　Fが存在して，

　　　難AI　一F（写りil≦il　AL　O擁，　G∈G

となる。なお浸が凸集合なのでFは連続関数で一意的に

定まる。ところで，h（σ（助，　A）＝sup｛dist（μ，

A），μ〔三σ（N）｝とおくと，H上の任意のG∈G（A）に

ついて，

　　　ll　N－F　（Al’）　ll　一　h（a（N），　A　）＄

　　　　h（a（T），　A　）tLll　R　T－G　ll

が，補題2より成立する。さて，PをKからHへ射影作

用素とすればf）F（N）AHは幽らかにG1一作用素であ

り，又，数値域｛（Tx，”x）；ll　x　II　一1，　x　EE　H｝をW（T）と

おくと，Aが凸集合であるという仮定により，

　　A　k　eo　ff　（F（N）　一一　W　（F　（iV）　2　W　（P　F・oo，P　1
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H）　m　a（PF（Af）　A　H）

が分る。よって，PR（N）PiHはG（A）に属する。

　そこで，

　　ll　7「一P，F（N）PlHll一　ilP　NPlff　一　PF（♂のP　II

＄　il　AX’一F（Al’）II，

　となり，先の不等式とで，PF（N）PIHはTの一つの

G（A）一approximantである。


