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　　Abstruct：mln　the　codiRg　theory，　the　Mattson－Solomon　polynomials　play　prominent　ro｝es．　We

give　an　interpretation　of　them　as　Fourier　transforms　of　functions　taking　values　in　a　finite　field．

We　know，　in　spite　of　the　simplicity　of　expyession，　it　is　concerned　deeply　with　the　principle　of

duality．　lt　seems　to　solve　the　riddle　of　their　usefulness．

1．数直線上の関数のフーり工変換

　数直線搾ま：で定義された実数値（または複素数値）関

数f（t）がLebesgueの意味で可積分のとき，　f（t）e

：ガ（一〇〇，◎○）と表わす。このような関数では任意の

sεκに対して

　　　　　　A　　　　　　　◎O
　　　　　　　　　　　　f（t）e　一its　dt　　　　　　ア（・）＝！

　　　　　　　　　　一◎o

が定義される。これをアσ）のフーリエ変換と呼び警（／）

　　　　　ム
で表わす。ア（s）はSの連続関数で

　　　　　　、鷺轟？（・）・o

　　　　　　　　一　　A
を満たす。さらに　ア（s）εLl（一〇。，o。）のとき

　　9・一i（？）「券’ヂ（s）・’t・　ds

　　　　　　　　　　ムと定義すると，審畦（ア）＝ア（のとなり，辞儀は警の

逆変換となる。解析学ではフーリエ変換は関数ア（のの

性質を調べるための非常に有力な手段になっている。た

とえば

　　｛ア（彦十のIaeR｝がし1（一QO，Oo）の全体

　　　　　　　　へ　　を張る←⇒／（s）が零点をもたない。

はWienerのタウバー型定理として著名である。　L　l

（一〇〇，◎Q）に属する2つの関数／（t），9（ののたた

み込みを

　　　　　　　　　　　　　
　　f（t）・x9（彦）＝＝／ア（・）9（t一・）d・

　　　　　　　　　　一一　OO

で定義すると

　f（t），9（の・L1（一つ。，。。）⇒∫（彦）＋9（の・L三（r・。，。。），

　　　　　　　　　　　　　　〆て彦）※9（t）εL1（一一〇〇，oO）

が成り立つ。したがってたたみ込みをもってL1（一。。，Q・）

に属する関数の積と定義すると，L王（一〇。，O。）は環にな

る。これは数直tw　R上の群環（Group　Algebra）と呼ば

れている。（群論との関連については次節を参照）。な

お・この場合f（t）・9（t）はし1（一つ。，　oo）に属するとは

限らないので，通常の積（点ごとの積）でしi（一〇・，○。）

は環にならないことを注意して知く。

フーリエ変換では

　警（f　十9）＝ぎ（f）十警（9），寳（f涛9）＝簿（ノ）・簿（9＞

が成り立つ。第2式が示すように，2つの関数のたたみ

込みのフーリエ変換は個々の関数のフーリエ変換の点ご

との積となる。この結果たたみ込みの性質を調べるとき

フーリエ変換は非常に便利な手段になる。たとえばある
　　バsでア（s）＝Oのときには，任意のg（t）εL1（一◎。，○。）

に対して審（fX9）（s）＝Oとなるので，フーーリエ変換

がある点3で0となるしi　（一〇〇，○。）の関数の全体

　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　Ms≡｛φ（t）ELI←一D・，。・）1φ（s）＝0｝

は群環のイデアルとなる。実はMsは：Ll（一〇〇，oo）の極

大イデァルであり，逆にL1（一〇。，O。）の極大イデァルは
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このようなものに限られることが知られている。したがっ

て∬をL1　（一〇Q，○・）の任意のdデアルとし，／を含むよ

うな極大イデァル躍∫の集合を考えると，イデアル！に

対応してRの点集合Sが定義される：

　　　　　　s；｛slfc　Ms｝

定義から！に属するすべての関数のフーリエ変換はS上

で0となる。Sが離散集合，したがって特に有限集合の

ときには逆にフーリエ変換がS上で0となる関数はイデ

アルfに属する：
　　　　　　　　　　　へ
　　　　∫E∫委＝⇒∫（s）：0，（sES）

が証萌される。換言すればこのようなイデァルノは対応

する集合3で特性づけられる。

　1本節で要約した結果の詳細は，たとえばLoo斑is

　　の詔書〔1〕を参照｝

灘．：有限巡回遡上のフーリエ変換

　数直線κを加法に関しての群と考えると，斤上で定義

された関数Xs（の＝・eitsは

　　κ・（t、＋彦2）＝＝・Xs（へ）・κs（t2），1　Zs（の1　・1

を満たし，加群κの連続：な指標になっている。実はκの

連続な指標はこの形のものに限られることが証明さ泌。

したがって対応

　　　　　　　sトー→・Zs（t）

によって，加群斤の双対群，すなわちκの連続指標のな

す群今は搾自身と同型となる。一方フーリエ変換は加群

畦で糠さ擬関数を，その双対群飢の関数に変換

する操作と解釈することができる。一般の局所二二アー

　　　　　　　　　　　　ムベル群Gでは，その双対群GはGと同型にはならないが，

k述の見地からフー・l」・x変換はG」、の関数からδ上の関

数への変換として一般化され，くわしい結果が得られて

いる。（〔1〕参照）。　しかしここでは一般論に深入りせ

ず，有限巡回群土の実数値関数のフーリエ変換について

のべるQ

　以下0＝｛0，1，2，……，π一1｝をmod鴛につい

ての巡回加群とする。

　　α＝e・2rc／・＝c◎，返＋i曲．璽
　　　　　　　　　　　　飛　　　　　　　　　　　　η

とすると，Gの指標はtεGに対して

　　　　　　z。（り＝・ast　＝・・弼2π／n

で与えられるXs（s二〇，1，2，……，　n－1）である。

　　（Zr’xs）（t）　・Xr（t）・Zs（の＝Z叶5（彦）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムが成り立つので，Rの場合と同様に，　Gの指標群GはG

と同型な群となる。G上で定義された実数値関数∫（の

に対して，そのフーリエ変換を
　　　　　　　　　　へ
　　寳lf（t）←一ノ曹（s）＝Σ　f（t）Zs（り
　　　　　　　　　　　　　　がどむ
　　　　　　　　　　　　　（s＝0，1，…in－1）　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　りで定義する。これはつぎのように書き換えられる：

　へ　f（s）＝：Σ：／（t）x．一1（t）　＝Σ！（t）Xn　＿s（彦）

　　　　tεG　　　　　　　　　　tεG

　　　　＿Σ／（t）　a（n”s）t＿2f（t＞（α・一・）t　（，）

　　　　　tεG　　　　　　　　　　　　　　tεG

Σは有限和であるから，収束は問題にならず，前節での

Lebesgue可積分性のような付加条件が不要となり，　G

上の任意の実数値関数に対してフーリエ変換が定義され

る。逆変換は

蹴♪）＿■Σ鼓、卿）＿kΣ会、）（めs（、）
　　　　　　　n　seG　　　　　　　　　　n　seo

である。なぜなら

潔♂1（t・）・z・（り一｛llに1霧lll（・）

が成り立つので

g．i（？）．．i　2　（　Z
　　　　　　　　　　　　f（ti）　x．Mi　（t’）　）　Xs（t　）

　　　　　　n　seG　’tiEG

　　　　　　　1
　　　　　一希署♂（t’）（。灘κ∫1（t’）・X・（の）

　　　　　＝ア（の　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

となる。

　Gで定義された関数〆（の，φ（のに対して，たたみ

込みを

　　（fX　ip）（の＝　Σ　　∫（τ）φ（　t　一　τ）　　　　　　　　　　　　　　（6＞

　　　　　　　　τεG

と定義すると，／（のとφ（のにはたたみ込みア斎φと

点ごとの積／・φの2種類の積が定義され，フーーリエ変

換によって

9（fKφ）＝魯（か細，9（f・φ）＝ガ1寳Qり冊ゆ）（7）

となる。なぜなら

9（fXφ）一斗。（。ぞ♂ωφσ一・））z・（の

　　　　　　＝。菩♂（・〉（，llσφ　（t一・）z・（の）

　　　　　　需。菩♂（・）（tiilGφ（t＞z・（t＋・））

　　　　　　＝。菩♂（・＞x・（・〉・語Gφ（t）Zs（の

　　　　　　＝＝魯ω・警㈲

醐締（φ）㌔菩G（，IGf（彦）x・（t））（。iGφ（・）Zs一σ（・））

　　　　　　＝Σ　Σ∫（のφ（τ）Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　x。（t）　x　s一一。〈T）

　　　　　　　　　　どり　　　　　　　まピむ　　　　　　　　　　　　　　　びどむ
　　　　　　一語。。茅♂（t）・¢（・）緬）。i。　7・1〈妬1（・）

　　　　　　　　ほ　　　　　　　　　　　　
　　　　　　＝＝　nΣ：f（のφ（t）Xs（t）　＝n警（f・φ）

　　　　　　　　t＝1
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同様の計算で
　　9－1（A　　AfXg）＝応一1（♪）．9－i（倉），

　　9・一i（AAf・　g）＝ガ1（♪）締一1（2）　　　（8）

が成り立つ

　G上の関tw　f（のはn個のCのf［i　leでとる値∫（k）を

与えれば定まるから，関数を篇次元実ベクトルで表わす

ことができる：

　　ア（の～〔／（0）；f（1），……，！（n－1））

　　　　　　　　　　　　　　ヘペクトルの代りに実係数多項式∫（κ）を使うこともでき

る：

　　　　ヘ　ア（t）～f（x）≡ア（0）一トf（1）x十・…・・十f（n－1）xn『1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

この多項式表示では自然にxn　一1を法とする積が考え

られるが，それは関数のたたみ込みに相当する。なぜな

ら

　ア（t）～！（◎）＋！（1）x＋……＋f（n－1）xn－1，

　φ（t）～φ（0）十φ（1）x十……十φ（n－1）xn”’1

とすると
　ヘ　　　　　ヘ
　ア（x）・φω＝（f（0）十　f（1）　x　十…÷　f（n－1）x　n一一1）

　　　　　　　・（φ（0）＋φ（1）x＋…＋φ（n－1）x　n－1）

　　　　　　　妻1（乱∫（h）・¢（f・・一h））xk

これは
　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　へ
　　　　　∫（t）X　¢（t）　・一　f（x）・φ（κ）　　　　⑩

を示している。さらに（2）と比較すると，フーリx変換費（n

　　　　　　　　　へ
の点3に詮ける値はアωにX　・・　a　mS　を代入した値にほ

かならない。したがってG上の関数を多項式形式に衷示

することは，実質的に関数のフーリエ変換を考察してい

ることになる。

5．Mattson－S◎1◎MOk多項式

　本飾ではf（のは巡回群0＝｛O、1，……，n－1｝で

定義され，有限体GF（q）　ec値をとる関数とする。ただし

nlqM　一1とする。この場合には拡大体GF（am）の

中に位tw　nの元αがとれる。これらGF（4），GF（qM）

をそれぞれ前節の実数体複素数体になぞらえて考える

と

　　a”＝：1，　aS　an－S　＝1　（s　＝O，　1，一・・，n－1）

だから

　　　　　i2X／n　　a　Av　e
　　　　　　　　’
　　a－S＝：an’S．v　eiS2ff／n　＝＝　e－iS2za／n

となる。そこでge　GのGF（qM）値指標Z∫（t）を

　　x。（の…≡αst，　x。（彦）ヨα軸st

と定めると，G釧φ値関数ア（ののフーリエ変換を（1）と

同じ式によって定義することが可能になる：

　　　　　　　　　　バ　　｛｝：f（のトーf（s）＝Σ／（のXs（t）
　　　　　　　　　　　　　　teG
またβ＝α3（s・iFo）のとき

　（1＋β一＋β2＋……＋βn－1）（1一β）＝　1一β”

　　　　　　　　　　　　　＝・1一（αn）㌔・o

だから，指標の直交性（4）もそのまま成り立つ。G：F④

の標数をPとすると，PlqM，　nlqM　一1　より

ρ＊η。したがって鋒は有限体内の即妙元であることに

注意すれば，逆変換も（3）にならって定義できる：

9・一1（2）・・　1　Eヂ（、）Zs（・）一1Σ2（s）（。・・）

　　　　　　nse　G　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　seG

更にGF＠値関数の場合にも⑥によって関数のたたみ込

みを定義すれぱ，前節と同じ計算で（7），（8）がその’まま成

り立つ。

　符号理論ではコード単語はGFωの元を成分とするn

次元ベクトルで与えられる：

　u＝〔CG，　cl・……，c　n＿1〕　（ciεG：F（q））

これはG：｛0，1，…，π一1｝上で定義されたGF（q）

値の関数と解釈できる。この関数をフーリエ変換したも

のを同じベクトル形式で表わすと

　警：u＝〔・◎・Cl・…，　c”一1〕

　　　　　　　トーv＝〔bo・うP…，　bn－i）

　　　・ら詫・・（一s）’e　・，lilc・，α（”一3）’・GFげ）

となる。符号理論でよく使われるようにコード単語篇を

多項式

　Pu（x）・・　Co　＋clx＋……＋　Cn－1　x　”一1

で表わすと，かに対応するのは

　Pv（x）＝＝　bo－f一　blx＋…＋　b．．．i　x””i，　b。＝：Pu（αn－s）

となる。これは符号理論でMat　tson－Solomon〔2〕が：コー

ド多項式に同伴する多項式として導入したものになって

いる。したがってMattson一・Solomonの多項式はコード

単語のフ特リエ変換にほかならない。フーリエ逆変換の

式を用いれば

　　・冴÷潔。（・t）s≡÷・．（・り

となり，りからコードベクトル銘が再生される。

　：BCHロードでは，コード多項式はGF（qM）の元

a，α2 Ca3 C一一一塔ｿd �ｪにもつものとして定義される。

これはMaももsorSolomon多項式の係数

b　　　＝：b　　　　　　　　　＝＝　．　　　　n一一（d－1）n－d
一…　＝b　　　　　　＝：　o
　　　n－i
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　　　　　　　　　　　　　　　へ
を意味し，それはフーリエ変換がGの特定の点集合S＝

｛n－d，n一（d－1），……，　n－1｝で0となるこ

とにほかならない。つまりBCHコードの定義はコード

単語の全体，すなわちたたみ込みを積とするG上の関数の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
環のイデアルを，そのフーリエ変換がとる，G内の零点

の集合Sで特性づけているのである。つまりタウバー一一・　rw

の特性づけである。
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