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　　Abstract：一ln　the　pyesent　paper，　we　shall　discuss　two　theorems　on　the　spectra　of　operators

acting　on　a　（separable）　Hilbert　space：　One　concems　with　operators　almost　similar　to　their　ad－

joints　and　the　other　with　operators　belonging　to　von　Neumann　algebras　of　finite　type．

1．準　　備

　可分なヒルベルト空ee　H上の（有界線形）作用素に対

して，共役元に殆んど相以な作用素のスペク5ルと有限

なフォン・ノイマン環に属する作用素のスペクトルにつ

いて論ずる。

　以下に澄いて次の記号を用いることにする。a（T），

碗（T），π（T），ω（T），W（T），W（T）をそれぞれ，

作用素7のスペクhル，点スペクトル（固有値），近似

点スペクトル，Weylスペクトル，数値域，閉数値域を

表すものとする。ここに，

　　W（T）＝：｛（Tx，　sc）；　II　sc　ll　＝　1，　x　e”　｝

で定義される。

　さらva　，　S（M），C（N）をそれぞれ，μ上の作用素の

全体，コンパクト作用素の全体とする。傘は作用素Tの

Oall〈in像，即ち，　S（H）からB（H）／C（H＞への自然

な準同型写像による像を表すことにする。

　2．共役元に殆んど相似な作用素

　　　　　　　　ぶ　共役な作用素丁に絹似な作用素Tのスペクトルについ

ては多くの人達によって研究されている（〔i〕，〔2〕，

〔8〕，〔11〕，〔12〕，〔13〕等参照）。

　次の定理が〔13〕に診いて証明された。

定理A（Wiliiams）．もし　0減W（S）で，作用素丁が

　（1｝　7・＊＝s－1TS

を満足すれば，σ（T）は実数のみよりなる。

　作用素77が共役作用素7＊に殆んど相似（aimost

similar）であるとは，

（21　T＊＝＝　s－iTS　mod　c（H）

となる逆元をもつ作用素Sが存在するときを言う。この

ことは，

　C3＞　　　T＊＝S－iTS十σ

を満たすコンパクト作用素Cが存在することと同値である。

　最近の論文〔10〕において定理Aの拡張として次の定

理が証明されている。

　定理B（lstratescu－Istratescu）．作用素丁が‘3｝
　　　　　ぷ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
の意味でTに殆んど稻似で（DO減W（S）　（ii）C
寵♂　（lii）σp（T）罵φを満たすとき，σ（T）は実数

のみよりなる。

　この節では，定理Bを次のように改良したいQ

　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　定理1．作用素7が3）の意味でTに殆んど相似でG）

0蚕W（S）　（iD　σp（T）＝φを満たすとき，σ（T）

は実数よりなる。

　証明　まず，再（s＞⊇莇（As）を証明する。

　fを8（H）／C（H）上のステート（state）とすれば，

このとき，f’（S）一f（sA）と訓ことva・Sってf’は

β（形）上のステートになることが容易に分る。したがっ

てBerberlaR－Orland〔5〕の定理によってW（S）⊇
諏（SA）を得る。

　さて，定理1が定理Aによって導かれることをCalkin

写像を使って示す。｛2はり倉瓢食囎が出て来るので

定理Aにより，。（AT）は実数功なることカ・分る。又，

ω（T）の境界は。（AT）に含蓑れる（〔9；補題1〕

参照）のでω（T）が実数よりなる。ところで〔3；補題

1〕よb

　　σP（勿⊇a（T）一ω（T）

＊茨城大学工学部応用数学科（日立市中成沢町）

117



1玉8 茨城大学工学部研究集報　第22巻　（1974）

なので，条件（ii）によりσ（T）＝ω（T）を得る。

　注意　定理1の仮定はいろいろの条件で弱められる。

例えば（Ii）をヒ協p（T）が実．数よりなる”としてもよい

ことは容易に確かめられるQ

　3．有限なフォン・ノイマン環の一つの特性化

　〔6〕に細いて，有限なフォン・ノイマン環の特徴付け

が，全ての正剛元の集合の稠密性の一つの副産物として

得られている○

　定理C（Ghoda一一Choda＞．　フォン・ノdマン環蝿

が有限である必要十分条件は縄の任意の元？に対して，

σ（T）r・π（T）を満足することである。

　この節に於いて，定理Cに同値な次の定理を証明する。

　定理2．　フォン．ノイマン環諌が有限である必要十分

条件は縄の元Aが0蚕π（A）を満たすとき正則になる

ことである。

　証明　講が有限で，0嵐π（践）とすると，このとき，

Aの極分解を．4罵ひレ製　とすれば、びはユニタリー作

用素と仮定できる。0淑rr（A）よりある正数εに対し

て，i測2：：・　A＊A≧εなのでし引は正則である。した

がってAは逆元をもつ。

　　　　　な　逆に：，Vy嵩1とすれば0嵐π（V）となるのでγは

正蹴，即ちユニタリー作用素となる。それ故，Aは〔7

；Cl憩調e§1〕より禽限である。

　4付　　記

　S。K．　Berberianは定理C，定理2が，次の命題1，

2の変形であることを振寄した◎

　命題1．　フォン・ノイマン環講が有限である必要十分

条件es　Aが強有限（strORgly　finite），即ちxγ、＝1

ならばyx＝＝一1となることである。

　証明　Aが強有限でX＊x　・＝！とすればκκ＊＝1を

満たすのでAは有限である。

　逆に：，Aが有限でγ鍔聯1とする。　このとき明らかに，

x9　・＝0はγ（xz）＝・　Oとなり£＝・0を含んでいる。そ

こで，Pr（x），　P∠（x）をそれぞれ，　xの右support

p　roje　ctioB，左support　projeciiOfi　とすると，

Pr（SC）識1となる。しかし賜（X）～Pr（κ）＝1なの

で有限性によってPJ（x）・＝呈となる。よって，

　　（lrvxγ）κ篇駕一κγκ篇κ一κ瓢0

となり，（1－xγ）1＝0，即ちκγ瓢護を得る。

　命題a　フォン・ノイマン環総上で次の条件（a）～

（c）は同値である。

　（a）　Aは有限である。

　（b＞　xγが正則であればκ，γ共に正則である。

　　　　ぶ　（c）　xxが正則ならばxも正則である。

　証明　明らかに（b＞一選。＞→㊧が成立する。もしAが有限

で（xγ）zx＝1とすれば，このと糞，　x一（YZ）・’L1とな

り命題1よりxは正則である。したがって，γ驚が王（Xγ）

も正直である。

　S．K．　Berberla員ts　，上の命題1，2は丹（x）　～

Pd（x）を構たすBaer＊一rla黛についても成立するこ

とを述べている。

　本稿を作成するにあたり，有益な助言をい遊だいたS．

K．Berberi麗教授に深く感謝の意を表します。
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