
モノイダル・スペクトルとクロス積

芳 賀 義
　　＊則

（昭和50年9月8日受理）

Moneidal　Spectrum　and　Cressed　Preducts

　　　　　　　　　YOSHINoRI　H　AGA

　　Abstrac亀：一The　crossed　product　of　a　vorl　NeumanR　algebra．．／’by　a　compact　au£omorphism

group　G　is，　as　the　a嚥hor〔1〕has　shown，　isomorphic　to　the　tensor　product．、／o⑧ソ（L2（G））

of　the　fixed　algebra．．ノ’o　u簸der　G　and　the　full　operator　algebraノ（L2（G））onゐ2（G）　　under　a

certai簸conditioR．　Recently，工Roberts〔3〕　has　i凱roduced　the　notion　of　monoidal　spectrum　of

compact　automorphism　groups　and　has　shown　the　same　result　as　the　author’s　provided　that　the

monoidal　spectrum　of　G　coirlcides　w圭th　the　dual　oblect∂：In　the　present　note，we　compare　these

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムtwo　conditions沁show　that　the　coRdition　Msp（G）＝＝Gis　stronger　than乞he　one　ir1〔1〕．

　1．以下常に4を可分なヒルベルト空間〃上のフォン

・ノイマン環，Gを．γ上の第2可算公理を満たすコンパ

クト自己同型群とする。此のとき，可分なヒルベルト空

間L2（〃，G）上に．4とGの表現

　π：（π（x）ξ）（9）＝9　1（x）ξ（9），

　λ：（λ（h）ξ〉（9）mξ（h－19），

　　　　　　　　ξεゐ2（〃，G），xε、・v”，9，　hε，　G，

を考え。πC．／）とλ（G）によって生成されるL2（4，

G）上のフォン・ノイマン環を，・・y’のGによるクロス積

と云いR（．．／，G）で表わす（〔4〕）Q

　Gの双対即ちGの既約表現の同値類全体をδで表わ

　　　　　　　　ハす。同値類αεGの任意の1つの表現をσヂとし．その

表現空間の有限な次元をd・，任意の正規直交基を｛C’　．｝

（m＝1，2，……，da）として

　　　　v窺n（9）＝　（乙るαζ．　｝ζ一）

とおけば，これらは
　　　　　　　　　　　d．
　　　　”鮎（gh）慧禺”・・（9）か・・（ん）・

　　　　v凱（9－1）mの轟《9）

を満たし，また

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　｛ficrか驚π（9）iαεG；m，n・＝＝1，2，……，　da｝

はし2（G）の正規直交基となる（〔2〕，§27）。

　　　　7z　a．．一（　g　（g）　e　L2　（　．／”　，　G　＞1　g　（g）

　　　　　　　　　　＝V－ZZII一　vmn（g）　g，　g　e　．i　｝

とすると，〔1）で示したようe（　，各〃篇は元の空間〃に

等長同型であり，しかも互いに直交し，直和がL2（7／

G）になる。

　　　　　　　da
　　　　／／　”ne＝　．2YO　i；’　”mn

　　　　　　　IF＝l

　　　　　　　　da　．．　da
　　　　ii’　．＝＝　X’O　1／　”．一　S（Si）　17　．a．

　　　　　　　m＝＝1　mn＝＝1
　　　　　　　　　　　　　　’

とすると，

　補　題．　／7篇，tia上への射影はそれぞれ

　　　　　　P盤ぬ∫”㌦（9）λ（9）dg

　　　　　　瓦煮几謡∫・・（9）λ（・）dg

　　　　　　　　　　　　da
　　　　　　（　Xa　（g）　＝　i　．V　ffn　（g））

　　　　　　　　　　　　m＝1

である。PfとP．は共にλ（G）で生成されるフォン・ノ
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イマン環λ（G）”に属することは明らかであるが，更にA

はλ（G）”の中心に属する。なお，上の積分は躍（∫／，

G）の強位相に関するもので，G土のパール測度48に

よるG全体での定積分である。

めの1つの十分条件を与えている。その証明は必ずしも

分かり易いとは云えないので，ここではそれを分かり易

く証明し直すと共に，定理1における条件との関係を明

らかにすることを目的とする。

　　　　　　　　ム　証明。／t・g（βεG，pニ1　2，……，4β）の任意の元

趣（・）軸（ξ・・副に対し

　　1）ボ（2写τフ〆『ヨ（8）ξ戸9　）

　　　　9　　　一・・∫幡（ん）融蜘タ，（9　　　　9）ξ・・

　　　一・・∫鵡（・）捗（ん一’・）ξ・・幽

　　　一da夢∫vぬ（h）9”タ9（h｝1　＞v一”y（9）ξP9’dh

　　　一・・耀∫端（・）・細4鵬（・）ξ・・

　　　一領4胤・δ・・rδ・・v？g（・）ξP9

　　　＝δαβ　δmP乏7v’s9（9）ξPg

　　　　　　　　q
となるから，P。aは班慣上への射影である。　P鑑sλ

（G）”は定義から明らかである。更に，任意のhεGに

対して

P・　x（h）一4・嘉∫鵡（9）λ（gh＞dg

　　　　－d・魂∫艦（gh“1）λ（9）dg

　　　　；一d．霧∫9v｛7・（9）vノ爬（h－1）λ（9）dg

λ（h）P・・一d・認∫嬬（8）λ（ん・）d・

　　　＝・・al・嘉∫・鼠ん一19）λ（g）dg

　　　品位∫タ嬬（h　一1）嬬（8）λ（8）dg

　　　－d・ギ∫一画（9）鴫（ん一1）λ（8）dg

だから，P．はλ（G）1にも属する。

　Gの恒等表現をdで表わせば，〔1〕の主定理の1つと

して次の定理が示されている。

　定理1．　（（1〕，Theorem　4．1）。上述の射影P。，

　　ムαεGのおのおのがd・2個口互いに直交し，しかもおの

おのが一ρ、に同値であるような部分射影に分割できるな

らば，クmス積．9’（．一〇f，G）はテンソル積5ノσ⑧，y’（L2

（G））に同型である。ただし，，ヅ0はGによる固定部分

環，．y（L2〈G））はし2〈G）上の有界作用素全体の作

る環である。

　さて，最近」．R◎bertsは〔3〕において，コンパクト

自己同型群Gに対し，そのモノイダル・スペクトルなる

概念を導入し，それを用いて定理1の結論が成立するた

　2　先ずモノイダル・スペクトルについて〔3）の内容

を形を変えて引用する。｛砺1ノε」『｝をフォン・ノイ

マン環冠の部分等長作用素の1つの集合とする。各af

の始射影αノ㌔プが恒等作用素1であり，　終射影の和

湯のαノNが1（従ってノ￥kならαメ伽＝0）であ

るとき，｛αBで生成されるNの部分空間Kは，内積を

（α，b）1；δ㌔で定義すれば，ヒルベルト空間になり，

｛の｝はその正規直交基である。このようなKe・．｛ゾの中

のヒルベルト空間とよぶ（〔3），De　fi　nitiOfi　2．1）。

なお，ノが有限型であれば，砺はユニタリ作用素になっ

てしまうから，ヅの中のヒルベルト空間はすべて1次元

である。次にGをヅ上の自己同型群とすると，，ゾの中の

1つのヒルベルト空間K1の正規直交基｛の｝のgεGに

よる像｛g（αノ）｝は5ゾの中の他のヒルベルト空間K2の

正規直交基になるわけであるが，このときもしg（Ki）

＝K2であれば，　gはヒルベルト空間K王上の作用素とし

てはユニタリになるわけで，従ってすべてのgεGに対

してg（Kl）＝・　K2であれば，1くま上でのGの1つの連続

ユニタリ表現が得られることになる。このようにして得

られるGの表現全体を7／（G，，メ／）で表わす（〔3）Exa－

mple　3．5の〃（α，　M）。9／（G，　M＞は別の意味で

用いられている）。

　以上の準備の下にGのモノイダル・スペクトルん｝1　sp

（G）は次のように定義される。即ちM，p（G）は，2／（G，

。ノ）に同値類αに属するGの表現が含まれるようなαε
ム
σ全体の集合である。

　簡単な例を挙げよう。G　・・〔0，1〕は法1の加州とし，

　　　　・ヅ竃ゐ　（G）をヒルベルト空間L2（G）上の乗積環

（muklpl　lcatlOfi　algebra）とすると，　gεG．，

　　　xεL（G）に対して（9（sc））（h）・・x（h＋9）と定義すれ

ば，σはヅ上のコンパクト自己同型群とみなすことがで

きる。，γは有限型であるから，，〆の中のヒルベルト空間

はすべて薪手元で，それはユニタリ作用素xε∀，lx（g）1

　　　　　　　　　　　　　ム載1を基として生成される。Gは整数の加群であり，任

　　　　ム意のαεGに対して，それに属するノ（Gt．ガ）の表現

として指標Xa（g）…e‘2「「αyが存在するから，この場合

　　　　　　ハはM。P（G）篇Gである。

　さて，今簡単のためGを可換群とし，次の様な場合を
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考えよう。ヒルベルト空間L2（7／，　G）上のクmス積

ノC／，G）の部分環πC♂）に対して，λ（G）はいわ

ゆる共変表現になっている。購λ（9）。（x）λ（9）㌔

π（g（X））である。此れによって，Gをπ（．．、’）上のコンパ

クト自己同型群であるとみなし，更に上の例の場合のよ

　　　　　　　ムうに砿p（G）…　Gであるとしよう。従って，任意のαε

Gに対し，／／（G，π（．．／））に同値類αに属する表現が

あるわけであるから，可換群Gは或る1つの等長作用素

π（α、）επC／）を基とする空間上に表現され，それは

指標x．（g）であるとして構わない。即ち

　　　　　　　　　　　　　　しド　　　　　　λ（9）π（α。）／〈9）㌔π（9（a。））

　　　　　　　　　　　　　　＝．x。（9）π（αの

以下挿画を避けるため，πC／）を、．y「と同一視して，πを

除いて書くことにすると，このことから

　　　　　　λ（g）伽＝＝x・（8）α・λ（8）．

そしてド／の中のヒルベルト空間の定義から，伽の終射

影も1だから，α。は実はユニタリ作用素である。そこで

補題の射影Pを用いてVa＝Aa。ε汚’C／，　G）を作る

と

　　　　　　γ譜弘。一αか，α、

　　　　　　　　　一aα■∫　z　（9）　αcrd9

　　　　　　　　　一・・㌔。∫　Xa（9）λ（9）♂8峨，

　　　　　　Vaレ匹P、α。α2ツ・，一P、．

　　　　　　　ムよってP（αεG）はすべてP，に同値であるから，〔1〕の

Theorem　3．1によりf、・（，／，　G）は，．・’0⑧ノ（L2（G））

に同型である。此の結論は定理1のそれに外ならないが，

実はGが非可換でも成り立つというのがBobe　rts〔3〕

の結果である。

　定理2　（〔3〕，Proposition　6．9）フォン・ノイマ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムン環∀まのコンパクト自己同型群Gが砿p（G）一・Gを満

たすならば，／t／C〆，G）は，／o⑳ン（L2（G））に同型

である。

　証明。，／をπ（／）と同一視して諺（．．。’「，G）に埋め込

んで考えると，Gの自己同型はλ（G）によって誘導され
　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
る。従って，M　，p（G）：＝　Gならば，任意のαεGに対し

て，等長作用素｛伽｝（m＝・　1，2……，d。）を基とする

，／の中のヒルベルト空間が存在して，σはその上に同値

類αに属するような表現Ufをもつ。よって
　　　　　　λ（9）α．λ（9）私びノαm

　　　　　　　　　　　　　諮（U，a　a．　1　am）・。

この係数（U，”　a．1　am）は第1節の記号を用いればV。n

（g）に外ならないから

　　　　　　Z　（g）　a．　＝＝　E　a．　v：．　（g）　A（g）．

　　　　　　　　　　　n
さて，定理を証明するために定理1へ帰着させようとす

ると，既にGが可換な場合については証明したから，G

が醇換でないとしてよい。そのときP，は固有の無限型

（p　roper　ly　infi磁e）（〔3〕Le㎜a6．10）である

から，P，～P£を示せば十分である。等長作用素a。　P・

によってP，～amP，α≠であるから　amf），α≠～P’を

示せばよい。W「猛α。2とし，上に得た関係を用いると

　　yv”）e（　a．　．p，　a．rr）e）w　＝＝　da　ailt　p，　am

　　　　　　　　　詔・・護∫λ（9）・．dg

　　　　　　　　　＝　daa＃g　a．fv．an　（g）　A　（g）dg

　　　　　　　　　＝　d．a．“ea．fvg．　（bcr）　R　（g）dg　＝＝　P．”

よって，

だから，

α。君α煮以一方

　　range（P．”）ISI　r　anbcre（W）ea．P，　a．：）e）

　　～，侃8・（。。P、みの≦・伽8，（。認叢）

am　Ptαさ～．激αである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　3　上の証明から分かるように，M。p（G）＝Gは定理

1の条件より強いわけであるが，真に強い事は次の様な

場合を考えれば明らかである。、／は91型因子とし，G

が有限非可換群で／に自由に作用している（fr　ee　ly

acting）とすると定理1の条件は満たされる（〔1〕？h－

eorem　3．3）。然かし，．t／／が有限型だから．yの中のヒ

ルベルト空間は必ず1次元であり，一方Gは2次元以上

　　　　　　　　　　　　　　　ムの既約表現をもつからM。p（G）叢Gでは有り得ない。

　しかし，．／が固有の無限型である場合，または何らか

の制限の下では2つの条件は同値であるかも知れない。

とは云え，定理1の条件は濫を，ノC／，G）の中でP、

に同値な射影に分割できるという事であるのに対し，定

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ理2の証明から分かるように，M，p（G）＝Gは謡の元で

P，と瓦の関係を与えることができるという条件であるか

ら，証明は難かしくなるであろう。此こにも連続群によ

るクロス積の研究に共通な困難が立ちふさがっている。
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