
衝突振動系の解析；等価スティフネス面の反発特性
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　　　　　Abs’tx’aet：一　’］rhis　papex　deals　wi£h　an　analysis　concerning　the　chatte－

ring　phenerneRen　of　the　one－degree－of－freedom　systems　with　collision．

　　　　　The　objective　of　authors　is　to　investigate　the　state　of　reboun（1　and　con－

tact　time　when　the．　mass　element　of　tl｝e　vibx’atory　systems　run　into　the　optional

collision　surface．　The　colllsion　sGrface，　on　paper，　is　equivalently　substituted　by

the　stiffness－surface　that　possesses　a　spring　and　a　damper．

　　　　　It　is　characterized　with　relative　to　some　properties　of　the　system

model，　and　moreever　the　considerations，　which　is　so　easy　in　practice　as　for

analysis　of　collision　systems　by　the　appiication　of　nonlinear　equivalent　stiffness－

surface，　is　indicated　as　a　result　ef　examine．

1．はじめに
　リレーの可動部分のような，終端固定で他端が自由振動を行いうるカンテ・レバーの剛

体面への衝突振動を詳細に観測すれば，衝突後の質点の挙動には鎖状振動のくり返えしや，

あと離れ振動が見受けられる。これは，衝突振動系に高次の振動姿態が存在すること，あ

るいは接点部で縦方向のすべり，横ぶれによるすぺりの影響によるものと考えられている。

また，単体で自由振動をしている振動系の減衰量に較べて，衝突後の速度減少に伴う振動

量減衰の傾向がかなりに大きく観測されることからラこの衝突振動時のエネルギー一損失現

象について“反発係数”なる概念が採り入られ，実際的な解析や計算に用いられている。

しかしながら，その性質については末だに明確にされてはおらず，実測される反発係数の
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値も前述したような複雑な現象の抱含された形で与えられる。それにまた反発特1生は，衝

突の条件および衝突体の形状によって異なる値を示すことが予想され，その適用の範囲も

おのずから限定されてくることになる。

　　　　籔・　　　　　　本報では，カンテ・レバー式の4型ルーを・
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Fig．　1　Generalizecl　model：　daiinped　free

　　　vibration　sys’te；ti　witlit　collisloi3．

スティフネス，減衰係数，その他で構成される自

由度1の振動系に置き換えるもの「とし，その反発

機構が，衝突によるエネルギー損失の散見できる

ような“等価スティフネス面”を採用して，任意

の条件下でこの両系が互いに拘りあう状態を一般

的に考察するものとする。このとき複雑な鎖状振

動のくり返えしを，見かけの接触時閥として近似

するならば，振動系に重畳される高次の振動姿態

をも考慮に入れた実際に近い衝失振動系モデルの

具現力賢能となる。

2．　自由度餐の振動系が剛体面に衝突する場合

　本節ではうごく単純な彩として衝突面のスティ

フネスsが無限大，反発係数eoが衝突速度の大

きさにかかわりなく一定値をとるものとして，こ

れにi自掬度振動系の質点が衝突する場合を検討

する。

いま，第1図の振動系において，ζ＝プ／2Vη23・a］。＝　Vs／m，F　＝f／sの｝笑懸が成立し，

そのシステム・ダイナミクスが次のように記述されているものとする。
　　　2｝（r）十2’．’」b（z’）一一i－x（T）　：．17

ただし，τは無次元化時刻を表わし，τ　・a）ntである。

ここで，初期値κ（◎＋）　　　…￥e，X（0＋）＝v。の条件のもとで上式を解けば

　　　κ（T）＝y’＋Aces（ゾ丁＝ζガトψDε噸

　　コう（r）＝＝　一Aaos（Yi一ζ2げ一ψ2）ε一ζ¢

ただし・　！・　・ V1二量攻澗・＋瓢（石の岬

勲グ1l郵ζ＋詰・司

ψ、＝ψ汁勲一逗■二皇

　　　　　　　　4

（1．　1）

（1．　2）

（1．　3）

をうる。

　2．餐　反発後，次期衝突点に至るまでの時間τ，、の決定

　初期位置κ。ら位意の初期速度v。で出発した質点が，次の衝突点に達するまでに要する

時間をs‘はねかえり時間τ，、”（添字は衝突回数を表わし，n・1，2，…，である。）と呼ぶ

こととすれば，時間τ。を経た質点の位置は，固定平面に到達したところであるから，
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　　　　．x’（7．）＝koF　（egEllkosi｛1）

の値をとり，初期値によって決定される各定数A，ψbψ2ならびに上式を（1・　2）の第1

式に適用して，次に示す関数が定義できる。すなわち，

　　　　G（Tn）＝　：一i：；’O“一’　ko）　一FACOs（Yt’1　ww　42　Tn一　¢’Ds－C”’　＝O　（1．　4）

　求めるτnは上記超越方程式の数値解として与えられる。

　2．2　衝突速度ななびに反発速度

　τ。が算出できれば，この時点での固定平面への衝突速度は

　　　　v（Tn）　：一Acos（YTr．IIII－ift　T．一ip2）e－4Tn

として求められ，衝突が行われた後の反発速度v　（τ。）は

　　　　乏｝一（Tn）：＝＝＝：一eotく三605・（「レ！／π1一＝：π葦『三「τ一7乃一ψ2）§一ζ77t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1●　5＝）

　ただし，eeは反発係数

の値をとる。これが次期衝突に至る振動系単独の自由振動を励動を励発する・初期速度と

なる。

2．3　はねかえり量の計算

衝突後，はねかえり量が最大となる時刻を煽とすれば，

　　　んFψエ／ゾL一ζ2

したがって，求めるはねかえり量κ（2tn）は

　　　x（Zn）　＝　・一一　F（1　一一　k｛｝）　一　A　e　e一一；71’1－Ei－Ei一：　一2　g’i
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となる。

2．4　諸：量の相互関係

．eo3

　　．1　．2　．3　．S．71　2

　　　　　　　　　蹴ね返り時闇ち，

Fig，　2　iMaxlmum　clisplacement　versus

　　　time　requlred　of　behavior　at

　　　rebouiid．

（1．　6）

（1．　7）

　反発係数を任意の大きさで規定るす衝突而で

は，理論上，無限のチヤッタを繰り返えすことに

なって，実際的ではない。しかしながら・反発特

性の検：討のためのone－sgePとしてその諸量の相互

関係を図表化するならば，その代表的な図形とし

て第2図，第3図を得ることができる。

　第2図は，振動系が固有な減衰係数ζの値の増

減によって影響を受けることなく，跳ね丸えり時

間Tnと跳ね返えり量κ（Rrt）との間に一対一の対

応関係の成り立つことを示している。かつ・その

状態（図表の直線）は，押し着け距離んoFの可変

によって正確に上下方向¢平行移動をすることが

認められることから，この三者には近似的ではあ

るが関数関係のあることがわかる。
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17ig．　4　Gene；一alizecl　mode｝：damped　free

　　　vibration　systeiifl　with　one－degr－

　　　ee－of－freedom　and　equivalent

　　　stif’fness－surface．

　第3図は，減衰係数ζ，押し着け距離島Fに

対する跳ね返えり量κ（7Ln）の関係を示しており・

次のような最適状況を示唆してくれる。

　チヤッタリング現象の減る度合を高めるには，

振動系のζを比較的大きく，押し着け距離を極力

小さくとることが望ましい。ただ現実の問題とし

て通常みられるリレー機構のζはほとんど零の値

に近くなるため，取りうる対策は後者のみに限ら

れる。

3．　自由度1の振動系が等価スティフネス面に

　　衝突する場合

3．餐　線形等価スティフネス面の静特性

　ここで，第4図に示すような剛体平面に反発運

動る受け持たせる口的で設定したスティフネスs｛｝

と減衰係数7‘eで代表される固定接点を“等価ス

ティフネス面”と呼ぶことにし，いま1自由度振

動系ラ反発系との連成時の運動方程式を導くため

に，振動系に加える外力fが0であるときの自由

平衝点を基準として，外力fの向きを下方向とし

て同方向の変位を正符号とし，応力と変位の関係

を静的状態で求めるならば，第5図のようになる。

図上，直線（のは，振動系単独で考えた場合の応力変位の状態を表わし，一P＝：SXの関
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係が成り立つ，このとき外力fによる最終平

衝点はFrf／Sとなる。

　直線（のは，2つの系の連成時における

応カー変位特性で，両系の連成がICoF（（0≦

ke≦1）より始まるものとすれば，　P＝（s＋so）

sc－SokoFの式で表わされ，このとき外力f

による最終平衝点は

　　　　　（1＋k．罰

　　Fo　：　一一）一一…一一一一一一：一”mu’一F

　　　　　　1十．童、

　　　　　　　　s

として得られる。

5職P

　　　　　　　　　　　　　　　　　，k’P）rntgtgui；　x

Fi’〟D　5　Steady－state　charactei：istics　of　vibration

　　　system　shown　in　Fig．　4．
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のように得られる。

　ここで，初期値κ（0十）・＝　YG，以0十）＝砺を与えて式（3．1）を解けば

　　　　Ai（7）＝γF籾。lcos（vβ《αζ）2τ　一一一一　¢、つε一αζ7

　　　ai（r）＝　一一　．〈｛or一，cos　（　vi’y’　一　（（￥〈f．1’）2　T一　一一　cb　2t）s－a；7

　ここで

　3．2　運動方程式

振動系が衝突面に到達しない自由三二でのシステム・ダイナミクスは，式（1．1）で記述

されるが，質点が反発面に到達してのち，その変位κがん≧k。Fの範囲内にあるとき，て

こに成り立つシステムeダイナミクスは3．2節の考察をとおして

　　　　．if（r）一一i－2a’Cb（r）一一i－i3A’（T）＝r．P’　（3．　i）

　ただし
　　　　a・＝＝．71一一i一　一？一i9一，　iS＝1一，1一一：S：i”，　7・　＝（1一一i－k，一S．t（L）／i3

ん訂（・’・　一一一　rF）2＋1弩≦器劉2

Ao2＝＝ゾβ・Aoi

ト勲㌻β2薦諦ひ一y与｝

ψ，・窯ψ、t’talz＋一・ど捌く《認：：l

　　　　　　　　　cu　．r

（3．　2）

（3．　3．）

となる。

　3．3　接触時間♂C、の決定

　等価スティフネス面に対して任意の突入速度で衝突する質点は，スティフネス面から押

し返えされるまで暫時κ≧kFの範囲内，すなわちその平面内に留まることとなる。第2

図に示す振動系モデルの質点は，190，β，の値に拘わりあいをもって表面より極く僅かの

変位だけ沈むことになるが，これら一連の動きは弾性体としての反発機構を表現するもの

であり，塑性変形を伴わない剛体の性質を如実に物語る。



kr　o 茨城大学工学部研究二二 （第21巻）

”一翼～一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”／g　i7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　／li／．．’T／，．“　一1
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Fig．　6　Dib’placement　versus　time　curve；　free　vibration　with　collition．

　いま，衝突から反発までの時間を“接敏時間”τ’，、と呼ぶことにすれば，任意の突入速

度に対するその値は

　　　　G（T’．）　＝：（？i－fo“）　！yT”＋z〈loi　cos〈　v’f9一（c￥C　）‘i　z’．　一一　¢As’a’g一‘’n　＝：O

の超越方程式を解いて得られることになる。

3．講　反発係数の決定

　等価スティフネス面に衝突した質点は，運動エネルギーの…都を放散しながら運動を継

続し，等価スティフネス面から跳ね返える。このときの反発速疲3rは式（3．3）の解τ　1，、

を（3．2）の第2式に代入することによって求められる。貿点の衝突，反発の速度の比

乙？。／Vc｝を反発係数e。とすれば，

　　　　60＝・＝一∠｛03　cワ∫｛γβ一一（αζ）2τ’η一．一92’｝ε照ζ7’n　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　たs一し，Ao3＝VβAei／～io

となる。

　3．5　反発特性の図表化

　等価スティフネス面がとりうる反発係数，接触時間の範囲を調べてみれば，そこには等

価スティフネス面に衝突した質点がその面内でのエネルギー放散によっτ面外へ押し返え

されることなぐ，両系の連成振動に移る境界点が必ず存在する。これは，リレー接点等に

おけるチヤッタ終止の条件であり，この条件を満す限界の衝突速度を臨界速度。。と呼ぶ

ことにすれば，ko　＝＝0のとき第7図に示す曲線で与えられ，任意ん。のに対してはその値を

1一ん。倍することで求められる。また，接触時間τ’nはこのときを境として有限から無限

大に移行することになる。この値は第7図上〆。の上限を規定している。

　つぎに，li。　：iとして1自由度振動系のfi然平衝点に等価スティフネス面を跳いた場合

の反発係数eoを計算すれば，

　　　　　　＿　πζノt－
　　　　eo，＝eマ憲奄　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・6）
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　　　clarnping　factors　g”．

　　　　ただし　ζ’寓α／V…置

の値をとる。また接触時閥〆，、は

　　　　，　　　π　　　　里
　　　　τ％『礎＝．7『

となり，

斜線を施す領域内に存在することとなる。

（3．　7）

ともに衝突速度に関与しなくなる。このとき，τ’nはその下限値となり第7図の
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Fig．　8　〈a）　The　coefficient　of　restitution　versus　impact　velocity　（theoretical）

　　　（b）　CoRtact　time　versus　impact　veiocity　（theoretical）

　　　　　；　linear　equivalent　stiffness－surface

　つぎに，ζ’の値を0．05の大きさにとり，等価スティフネス面の特性を調べてみれば第

8図のようになる。反発係数，接触時間はVe／koと対応関係が成り立つ。また，衝突速度

の増加とともに反発係数は式（3。6）によって規定される大きさに斬近する。

　さらに，接触時間・反発係数は衝突速度やkoの関係として種kの値をとるが，接触時

間と反発係数の問には第9図に見られるように一対一の対応関係のあることが確認され

た。
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向を示し，衝突時に併発する高次振動姿態に起因するものと一般には考えられているとこ

ろのものである。一方，等価スティフネス面においるその値は，衝突速度の如何に抱らず

一定となっている（第8図）。

　実際の系により近い特性をもった等価スティフネス面として実現するために，ここでは

反発振動系モデルの減衰項が速度についての非線形関数として表現することを考慮したと

ころ，第ii図のように好い結果をうることができた。

講．　まとめ

　衝突振動系にひき起されるチャッタリンクの現象は，原理的には不可欠のものであり，

それを図製することは至難なことである。しかし，電気回路系に及ぼす悪影響を極力少な

くするためにその改良の必要に迫られる。チャッタリングの少いリレー機構への改善，で

きればチャッタレス振動系の改発をめざす目的で，単純な系からの解析に着手した。

　本報では，ステップ状の加振力を受けたi自由度振動系の質点が，剛体面に衝突して跳

ね返える状態をモデル化（等価スティフネス面の採用）し，その数式モデルを現実に近い

かたちで得ることに努め・sfX発機構の特性を明らかにした。

　G）反発系数eeは衝炎速度Vo7押付け距離の比ko，等価スティフネス面の減衰係数ζ’

　　　により定まる。その上限はこ’cで決まる。

　（2）反発系数か零となるような臨界速度。。が減衰定数ζ’と押付け距離の比ん。により

　　　定まる。Vcとi－／9eの間には比例関係が成りたつ。

　（3）接触時問τ ・は押付け距離の比妬減衰定数ζ1，衝突速度Ooにより定まるかなり

　　　せまい変域をとる。ICe・　：iのとき〆。の下限が，　VG・＝v。のとき〆nの上限があたえ

　　　られる。また同じζ’に対して反発係数とτ1nは1対1の対応関係をもつことがわ

　　　かった。

　（4）実際の衝炎振動系の挙動を（減衰定数ζ’が質点の速度の函数として変化する）

　　　非線形等価スティフネス閥でより正確に記述できることがわかった。

　今後の課題として、衝突点の形状や挙動に誘発する高次振動姿態等に起因する諸特性の

多少のずれを非線形等価スティフネス顯の補償を通して，実在の衝染振動系の解析をおし

進めて行きないと考えている。

　おわりに，本研究にあたり協力を得た本学電子計算センターの諸氏にこころからの謝意

を表します。
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