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　　　Abstract：一　The　resistance　value　of　a　square　compound　domaln　of

’resistance　was　calculated　approximately　by　Goldner　and　exactly　by　Aramata

，and　Terakado．　ln　this　paper，　the　method　by　means　of　calculus　of　variations　is

given　for　calculating　a　yesistance　value　between　electredes　attached　on　whole

length　of　the　eppsi£e　sides　of　the　rectangular　compound　domain　of　resistance

that　has　different　coRductivities，　oi　and　02，　in　the　each　domain　divided　wkh　a

・diagonal　line　in　this　rectangle．　The　resistance　value　is　approximately　calculated

in　the　form　of　Iower　and　upper　bounds　by　supposing　variously　the　equipotential

lines　that　are　cornposed　of　polygonal　lines．　For　the　equlpotential　lines，　the

lower　and　upper　bounds　are　numerically　shown．

1．　ま　え　が　き

　長方形抵抗板の導電率が，その一本の対角線を境に異なっているとき，一組の相対する

：辺の長さ全部を導体電極としたときの電極問の抵抗値の計算がこの論文の目的である。正
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（X）　（2）
方形抵抗板については，Goldnerによる近似計算法と，荒又と寺門による正確な計算法が

ある。ここに述べる変分法の応用による方法では，数値計算を行なうことにより，かなり

精度良く抵抗値の上界および下界を求めることができる。変分法を適用するにあたり，仮

想的等電位線を折れ線で表わした。その種々の仮想線に対して，長方形の縦横の比と導電

率比のいろいろの場合の抵抗値の上下界の計算方法を述べ，その数値例を示す。
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2．　計算原理と方法
B2

　変分法の一般理論については，すでに文献に詳述さ
　　　くお　

れているので，ここでは二次元複合抵抗領域につい

て，電極閥の抵抗値の上界および下界の求め方を略述

する。厚さ4が1である抵抗体Gが図1のように，

異なる導電率Ol，02を有する二つの領域G1，　G2から

なる場合を考える。相対する部分A1，　A2を電極とし

たときの電極間の抵抗値Rは

　　　　　　∫9醸所≦R≦猛

A， G2

cr2

／：61、撫、

　　　　◎団Gジ・

　　　　　B三

図1計箕原理説明図

dS’’’’’’’’’”・’’’’’””’”…’’’’’’’’’’’’’’’’’’’”（1）

と表わされる。ここでu，iはそれぞれ条件

　　　　　　u：A1．上でi，　A2一上でO

　　　　　　i：div♂＝0，　B1，　B2上でi。　・O

　　　　　　f　　　　　　　i。dsこ1（nはG内に向いた法線）
　　　　　　　Al

li　”n””’”・・一・・t・一・・一一…　（2）

を満たす関数とする。（1）式の等号はu，iがそれぞれ真の電位分布，真の電流分布のと

き成立する。実際には真の電位分布，真の電流分布を知ることは特別な場合を除いては不

可能である。そこで，u，　iを条件（2）を満足するように適当に仮想し，その仮想線を用

いて得られる範囲内での抵抗値の最良の下界および上界を，（D式の左右辺それぞれの最

大値，最小値を見い出す変分問題と考えて求めることになる。したがって上界および下界

が高精度になるように，計算可能な範囲内で，仮想関数Zt，　iをいかにして決めるかが重

要な問題となる。その仮想関数uに対する抵抗値の下界の計算式は次式となる。

∫孤≦R・ブω一∫卿〉駆
　　　　　　　　　　2L＝CO71St

u：仮想的等電位線

ds：仮想二等電位線U一上での線素

dn：仮想的等電位線の法線素

σ（κ，ノ）：領域G1，　G2ではそれぞれの，のをとる

・・・・・・・・・・・…
@一・・　（3）

図1で電極でなかった相対する部分：B、，B2をA、，　A2の代わりに電極とし，領域G、，　G2

の導電率をそれぞれA、，A2が電極のときの値の逆数として，このときの抵抗値Rtの下

界を（3）式と同様にして求めれば，このR！の値の逆数は，図1の抵抗値Rの上界と
　（4）
なる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y’

　3。　長方形複合抵抗領域への適用

　図2のような縦の長さが1，横の長さがbで導電率

がσ1，σ2の二つの領域G1，　G，・からなる抵抗板の抵抗

値の下界を次のようないろいろの仮想的等電位線につ

いて計算する方法を示す。抵抗値の上界の方は，前述

の方法で求めることができるので，下界の求め方だけ

b

1
一

　　　　　σ2

?　　　　　　　　　σ玉

。

図2　長方形複合領域

x
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を示すことにする。

　〈3・1＞　電極に平行な仮想線による場合

　仮想線を図3のように電極に平行にしたときがもっ

とも計算が簡単である。この仮想線を用いて，抵抗値：

の下界を計算すると，次のようになる。

　　　　　　ブ（の一∫磁・審の＋∫翻・・審ψ

　　　　　　　　イ∴1吻＋∫∵掴

　　　　　　　　　　　　　　　　　b

　　　　　　　　晶．7し（・＋一。篶「＞

　　　　　　R＞∫：ゴ驚）㍉皇碗　∫1

i

y

σ2

　　■刷層

v61・
．　　　閲　　　‘

e u g－x

図3電極に平行な仮想線

　　　　　　　　　　　　　　　　一409e一一一…一融・。・・一・・・・・・・・・・・…　一・…　。。・一・。・。・・。・。。・（4）

σ1　・　ll，02・＝1のときの抵抗値の上界と下界は次のようになる。

　　　　　　響くf｛＜”1副一…………・・………………………・・9・一（5）

横の長さbが1のとき，すなわち正方形の場合は，（5）式の上界と下界の相乗平均を取
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くの
ると，R庸1／γ碗…となる。これは真の抵抗値と一致している。6キ1のときには｝相乗平

均の値は，正方形のときの真の抵抗値1／♂万のb倍となっており，b＞1の田舎は，よ

り改良された上界となり，b＜1の場合は，より改良された下界となる。

　＜3。2＞　三つの折れ点を持つ平行な仮想線による場合

　仮想線を図4のように，κ＜b／2，x＞b／2の範囲でそれぞれABCDE，　A’B’C！D’E’とす

　y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る。仮想線の一部分AB，　DE，　Aノ砂，　D偲ノは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　それぞれ電極に平行である。仮想線の一部分

1
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図4三つの折れ点を持つ平行な仮想線

BC，　B／Cノは平行で，その傾きをmとすると，

必然的にCD，　C！Dノは平行となり，その傾き

は2／b－mとなる。まず，x〈b／2の範囲に

おける天のを求める。仮想線の電位の基準

として，点Eを考え，原点0からの距離OE

の値をbで割ったものをその仮想線の電位

ze　・・x／bとする。線分CD，　CBの長さは次の

ようになる。

　　　　　　CD＝cx　v　l十（nz－2／b）2／（mb－1）

　　　　　　α3こ6κvl十・アが／（mb一一1）

dec／dnはED，　BAの部分では1／bであり，　DC，　CB部分では次のようになる。

　　　　　　轍縮碍鰍二2研（mb－c－1）（DC部分）

　　　　　　融一・晒顧幡・一D（CB部分）
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したがって，x〈b／2の範囲でのブ（のは次のようになる。

　　　　　　ブ（の一∫・蕩ψ＋∫・・一驚＋∫・、器＋∫・、影

　　　　　　　　　fttD　oO　CB　tsA
　　　　　　　　　：（4，十Ax）／b

　　　　　　Ar＝　6・〔bc｛1十（nz－2／b）2｝（mb－1）（mb－c－1）＋一与公〕

　　　　　　　　＋・・〔て諸；麦諺㌔一1嘉〕

κ＞b／2についても同様の方法でブ（のは次のように求まる。

　　　　　　ブ（ec）　＝　｛oi十B（b一一一一　x）｝／b

　　　　　　B一…〔bc　｛1　十　（m　一一一2／b）2｝（nzb－1）（mb＋c一一1）ユ詳〕

　　　　　　　　＋・・疑励音昊藩法丁一＋一与‘〕

境界線上での屈折の条件を満足するように，mを定めるとうm　：＝　｛b2（01十62）「ト26「気｝／｛b（61一

一σ2）｝となる。このmを使って，の・⇒z，62　・1の場合の抵抗値Rの下界を計算すると

次のようになる。

　　　　　　　　　　b　f一一一　・・11R＞蕩二1運爾イ佳）｝

陶一一
撃戟G‡1旨l！｝鷺謡f霧睾｝1・9e

　　　　　　　　　　2［2z｛b2＋〈1－c）｝’tt一｛b’T（’t．　e）lrt

：境界線上に折れ点を持つ平行でない仮想線による場合

が｛b2±（1一の2｝＋2η｛62＋（1＋o）｝＋｛占2＋（i＋E．）（レ6≧｝

．．@（6）

　〈3・　3＞

　仮想線が図5のようにABCの折れ線の場

合を考える。A8部分，　BC部分の延長線はそ

れぞれ点D，点Gで電極の延長線と交わるも

のとする。点Bを仮想線の電位の基準とし，

原点からの距離》6縛コ1κをγド干…fで割った

値をその仮想線の電位uとする。線分GC，　GB，

DB，　bAの長さは次のようになる。

　　GC＝gVb2（b－x）L’十（c－i－bg）：’／（．N’十bg）

　　GB：＝Vb2（b－x）’i十（x一一F　bg）t’／b

　　：D：B＝＝》b2x2十（κ十6の2／b

　　DAr＝（1十の4がん2十（κ十bd）2／（k・　十　bd）

直線CB土で点Gからの距離が／である点Q

でのdee／dnは次のようになる。

y

ご£

A
1

℃
　
　
　
D

tst’

　　　　　　　　　　　　　G

図5境界線上に折れ点を持つ平行でな
　　い仮想線



小林，寺門，荒又：長方形複合抵抗領域の対辺電極閥の抵抗値上下界 49

　　　　　　農一面÷源雫瓢辱珂（CB　kの点Q）

一方，直線BA上で・点Dからの距離がrである点Pでの廊／dnは次のようになる。

　　　　　　．璽＿丑蔓＿ユvb2κ2＋（x＋bd）2
　　　　　　ZiiT．　im’ww｝”wwb’e＝一rmrm－z；a一一一一一一：一in一

以上のことより，抵抗値Rの下界は次のようになる。

　　　　　　R＞∫1ブ驚）一∫：諾万

b」（　　　　6i｛b2（b－x）2＋（．x＋bg）2ﾌ鵠　　　　　　　　　　b2（g＋i）｝bボ謡9

（BA上での点P）

＋鍾鰻漁期2L1・9e・鵬多）

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・… @（7）

　4．　計算例とその検討

　電極に平行な仮想線による場合，三つの折れ点を持つ平行な仮想線による場合，境界線

上に折れ点を持つ平行でない仮想線による場合の抵抗値の計算法をそれぞれA，B，　Cとす

る。計算法Aで求めた上界と下界の相乗平均をとることにより，抵抗値を求める方法を

A’とする。この四種類の計算法による抵抗値の上下界の計算結果を表1に示す。ただし

導電率のは1としてある。び、〈1の場合は，σ1＞1の場合から簡単に求まるので，Ol＞1

の場合のみを示した。例えば，6i　・　1／n（＝0．2，0．5）の場合の抵抗値は，そそそれσ1　・n

（瓢5，2）の場合の抵抗値にn←5，2）を掛ければ求めることができる。計算法Bの場

合で，全体を通じての最適の。の値はだいたいO．　6であることがわかったので，c＝0．6と

して計算した。計算法Cの場合には，横の長さbと導電率σ1のいろいろの場合につい

て，最：良のdとgを見つけなければならない。そのためにdとgのいろいろの組み合

わせについて，数値積分を行ないうその値を決めた。最良のd，9とb，のとの閥の関係

式を求めようとしたがラうまくゆかなかったので，表1を計算するときに使ったd，9を

参考までに表2に示す。

　表iの結果より，三つの計算法A，B，　Cの特徴を述べてみる。計算法Aは数値積分を

しないで，抵抗値の上下界を簡単に計算できる。しかも横の長さbがiの正方形のとき

には，上界と下界の相乗平均の値は真の抵抗値と一一致する。横の長さが1よりきわめて大

きい場合には下界，小さい場合には上界の値を近似抵抗値と考えれば，なかなか精度の良

い計算方法である。計算法Bは数値積分をしなくてもよい点では簡単であるが，最：適な。

とmを求めなければならない。しかし前述したように，c＝・　O．　6，　m　＝＝｛62（の十σ2）十2σi｝／

｛b（の一σ2）｝として考えれば，上界と下界の両方を欲しい場合には，実用的な方法である。

計算法Cは数値積分をしなければならないことと，最適なdと9を個々の場合に求め

なければならないという欠点がある。しかし三つの中では一番精度が良い。特にbが1

より離れるほど，すなわち長方形が細長くなるほど，σ、が1に近いほど高精度である。

最高の精度はb　・＝0．1，σ1・＝T－2；δ＝10，01　・一・2の場合で，その誤差は0．37〔％〕である。こ

の誤差は，（上界一下界）／下界×100〔％〕として求めた。したがって高精度の抵抗値計

算にはきわめて有用である。三つの計算法ともbが1に近い範囲での精度が悪い。そこ
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表1 いろいろの仮想線による抵抗値の上下界
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電極に平行な仮想線による場合
三つの折れ点を持つ平行な仮想線による場合
境界綜上に折れ点を持つ平行でない仮想線による場合
仮想線Aによる上界と下界の相乗平均（正方形の真の抵抗値xb）
長方形の横の長さ（縦の長さは1）；σ1：導電率（σ2　・1）
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表2境界線上に折れ点を持つ平行でな
　　　い仮想線による方法のdと9の値
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　5．　む　す　び

　長方形複合抵抗領域の抵抗値の計算を変分法

の応用により求める方法は，横と縦の長さの比

が1よりきわめて大きい場合，小さい場合の両

方で非常に精度が高いことを知った。しかしそ

の比が1に近いときはあまり精度が良くない。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　
比が1のときには，真の抵抗値がわかっている

のでラこれからの研究の進め方としては，縦横

の比が1に近い部分での精度を高めるように，

計算可能な別の仮想線を見つけることである。
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