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　　Ahstract　一　Four　examples　of　REDUCE－aided　computation　in　pertui’bative　quantum　electrodynamics

are　show且：the　Cor叩to豊scat重ering；pa註a三田ih穀atioll　of　a鍛electron　a鍛d　a　positτo玉1；重h．e　Moeller　scat重er圭ng；

the　Bhabha　scattering．　Useful　forirnulae　of　relativistic　kineiinatics　and　conveRtioiks　for　the　scatteriRg　cross－

section　are　also　preseiited．

1．はじめに

　REDUCEは米国のA．C．Hearnが1960年代後半に
創始した数式処理システムである（1＞。現在までこの他に

も多数の数式処理システムが考案されて来ているが高X

ネルギー物理学での応用ではREDUCEが最も有用であ

ると言える。それはDiracガンマ行列の積のトレースを

計算する命令が組みこまれていることによる。本篇では

量子電気力学（2’3）での反応断面積の摂動論による計算の

代表的な4っの場合について，くりこみを必要としない

最低次において，それらをREDUCEに援けられて実行

する。§2では準備として，相対論的運動学と反応断面

積の各種の規格化についてまとめる。§3から§6にか

けてComptOR散乱，電子陽電子の対消滅，Moeller散乱，

Bhabha散乱をこの順にあつかう。使用したREDUCE

は東京大学大型計算機センターに公開されているVersi◎n

3．0である（i）。又，相対論的力学の記述では時間的な計

量を用いる，即ちg；diag（1，一1，一1，一1）とする（4）。

　量子電気力学の散乱過程の計算を従来の方法で実行し

ようとすると，Diracガンマ行列のトレースの計算の際，

多大な労力を要するという事はよく知られている。本篇

では，とりあげる4っの場合すべてについて，計算のそ

の部分を，REDUCEプログラムを書いて実行させるこ

によって，正確にかつ迅速に処理する。得られる結果は

旧来の筆算によるものと当然ながら一致する。このこと

はさらにこみいった過程の遷移確率を求める場合への希

望を持たせるものである。

2．準 備

2．1　量子電気力学のFeynman則

電子の電磁的相互作用は次のLagrangianで記述される。

x一一 ?F鯉Fμ遠（∂A）2

＋V｛r，ct（i　O／L　eA”）一m｝IA．

ここでαはゲージ・パラメータで後の計算では常に1と

置く．従って電子と光子とが行う衝突過程の遷移行列要

素Tf　iを求める為のFeyRman則は次の通りである。

（1）始状態の電子，陽電子，光子に対して，各々該当す

　る次の様なスピノルを書く。

2t（pu＞，　v（p），　exi（k）

（2）終状態の電子，陽電子，光子に対して，各々該当す

　る次の斜なスピノルを書く。

」EI（Pい（P），・μ＊㈲

（3）電子の内線に対して次の様なプロパゲータを書く。
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　　　　　　l

　　　　　zP’　一m

（4＞光子の内線に対して次の様なプmパゲータを書く。

　　　一…V＋（・一の等1レ

　　　　　　　　lc2

（5）電子，電子，光子の線の合する頂点に次の様な行列

　を書く。

　　　　　e　r／z

⑥　ループの運動量lgに対して次の様な4次元積分を行

　う。

　　　（、1）φ4ん

（7）電子の内線のつくるループ1個について（一1）を

　乗ずる。

なお，規則（1），（2）にある電子，陽電子，光子のスピノル

に関しては次の様な規格化をしておくとする。

　　Σu（pu）n（P）薫ダ＋m
　spin

　　Σv（P）v（P）罵ダー慨
　spin

　　Σεμ㈲ε　y＊（k）　””一9μμ＋ゲージ項

　spln

　2．2　相対論的運動学

　2。2．肇　相対論的2粒子系

　4次元運動量がPlとp2で質量が各々M1とM2である

様な2個の自由粒子の系を考える。

　　s＝（pl　“　p2）2

とするとき関数

　R（＄，　mi　m22）　＝s2一　2（　mi2＋m22）s＋（m12一　m22）2

を使うと便利である。この関数を単にλと書くことも許

すことにしよう。λはいく通りにも因数分解できる。例

えば，

　　R　＝＝　（vrg＋　．1＋　m2）　（v／”g“　一　ml　一　m2　）　×

　　　　（V　1；＋　m一M2）（〉写一窺汁呪2）

　　　・・｛、《物禰2）2｝｛S一（M1　一一　M2）2｝．

〉羅「，Ml，dOを3辺にもつ三角形の面積をSとすると有

名なHero鍛の式により

　　8＿■ノ＝7即ちR＿＿、6・s・．
　　　　4

力学的に意味のある場合にはR≧0となりSは純虚数に

なる。

　まずLorentz変換によって2粒子系の重心系に移っ

た場合を考える。この系での全エネルギーはV－irになる。

この系でどちらか一方の粒子が持つ3次元運動量の大き

さをpaCMと書いておこう。次に1番園の粒子が静止する

様な実験室系に移ったときの2番眠の粒子のエネルギー

と3次元運動量の大きさをβナとPゑ逆に2番目の粒子

が静止する系に移った時の1番囲の粒子のエネルギーと

3次元運動量の大きさをE野と尋と書く．これらの量の

間の関係は次の式であらわされる。

　　÷＞7一・働。ビ卿チー・産

　　s　一m　、2一鵬22－2物βレ2呪、β舌．

特別な場合のλの形を求めておく。

　　R（s，m2，m2）一・（・一4　m2），

　　λ（s，斌　o）＝（s－m2）そ

　　λ（・，0，0）・x　s2。

　2．2．　2　2体→2体反応

　反憾1＋2→3＋4でそれぞれの粒子の4次元運動量

をp1，ρ2，　p3，　p4とし，質量をm1，　M2，M3，　M4とす

る。

　　S・・＝（PU　1＋・P・）2一（P・÷P㌶

　　t＝（Pl・一一　r・）L（P・　一・PU、）2，

　　Z…＝（pi－P4）2一（r2　一．PU3）亀

という3っの変数がしばしば用いられる。これらのうち

独立な変数は2っだけである。即ち

　　　　　　　　な
　　・＋t＋2e　＝＝Σm、2．

　　　　　　　　ゼ＝玉

重心系でこの反応を観測するときρ1とρ3，又はρ2とρ4と
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のなす角度を散乱角と呼びθと書くと

，。sθ一1 o、（t－2e）＋（呪昂22）（幌～耀）｝
　　　　　ntz　Rf

ただし

　　Ri　＝＝　R（s，　mi2，　m22），

　　Rf　＝xx　R（s，　m32，　m42）．

　2．5　状態，S行列要素，反応断面積等の規格化

　2．ろ．1　最も一一一ee的な状態の規格化を行う場合

　3次元運動量がρである状態の波動関数を，最も一一般

的に

　　〈Xip＞me　“to　e　iPx

としたとしよう。ρはρに依存してもよいとする。この

とき運動量状態の直交性は

　　〈p’Ip＞＝（2　rr　）3　to　s3（p’一p）．

そこで王粒子状態に対する単位の分割は

（i．）、／暢ρψ〉〈ρ同・

このことを，1粒子状態の相空間（phase　space）の積分

要素が

　　　　　　　1　ぬ
　　4PS篇（2。）・ア

と書けると言ってもよい。

　異種粒子のn体系については

4ps嚴潤E守
となる。同種粒子が2個以上含まれる場合には，それら

が互に区別できないことを考慮して，修正しなければな

らない。例えば同種粒子ばかりn個ある系の場合には

4PS一
?脅（£．）・勢。

　さて，この様に規格化した自由粒子状態淳〉，げ〉

を各々始状態，終状態にもつ様なS行列要素は

　　Sfi　＝〈fiS　Ii＞

と書かれる。Sはユニタリ作用素である。今〈fli＞＝

0として，始状態li＞から終状態lf＞への毎秒・単位

体積当りの遷移確率をWfiとすると

　　　　　　［　sfs2

　　wfi　＝
　　　　　　V・T　，

ここで，Y・Tは相互作用が行われている4次元時空領

域の体積である。外場がない場合には

四一∫んゼ。㌧（2・）4・・S4（・）

と考えることができる。又

　　称βδ∫ド乞（2・）4δ4（恥一XPi）Tfi

によって遷移行列要素Tf　iを導入しても十分一般的であ

るからその様にすると

　　wfi　：：（2x　）4　s4（　．2］　pf　一xpP　I　Tf“2

となる。

　終状態の相空間の体積要素dPS内への毎秒当りの遷

移確率は

　　dwfi　＝　wfi　a　PS

である。

　衝突過程1十2→3十4十…については衝突断面積の

概念が一般的に用いられるが，これはρ1とρ2とが互に平

行か又はどちらかが0になる様な慣性系で定義される量

である。終状態4PS内へ向かう断面積は

　　　　　wf　i
　　cl　ff　＝　　　　　　　　dPS
　　　　　flux

となる。ここで

　　flux　＝　Pl　P2　Vrel

　　　　　　ρ夏　　ρ2
　　Vrel　：iT　一’rim
　　　　　　Ei　E21．

dσは：Lorentz不変な量であり面積の単位で量られる。

　粒子の崩壊過程1→2＋3＋…では毎秒当りの終状態

dPS内への崩壊確率

dT＝　．．veti　cl　PS

　　　Pl
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で表わすのが便利である。この量は（1／秒）の単位で

量られる。

　2．5．2　我々の使う状態規格化の場合

　我々は§3以下で専ら

　　p　＝：　2　tep　ue　2　v／’pEl’7　F一　；m

の規格化を爾いる。こうすると

　　く招ρ〉一＞GΣ瓦隙♂ρx

　　〈　p’lp＞　＝＝（2n）3　2E，　s3（p’wwp）

　　　　　　　1　d3p
　　aps　：＝
　　　　　　（2z）3　2　Ep

さらにfluxがLoreRtz不変になって

　　flux　za　2　a，

従って

　　　　　　　1　　cl　o　：＝　fi（2　rr　）‘　54（　．IE7spf　一Xipal）1　Tfi　12alPS

三図（・・）4δ4（Σ画・）IT・・1・dPS・

茨城大学工学部研究集報　第34巻　（1986）

　　　　　　　　　　　　なおこれらの最終結果に必ず］　Tf　i　12という量があら

　　　　　　　　　　　われている。もし，始状態のスピンの編りが全く平均化

　　　　　　　　　　　されている情況で，終状態のスピンの偏りについて和を

　　　　　　　　　　　とったもののみを観測する場合には，これまでに求めた

　　　　　　　　　　　式でITfi　I2の替りに，衝突の場合には

　　　　　　　　　　　　　rk．T，Σ謙1Σ1認四2

　　　　　　　　　　　を代入したものが，又崩壊の場合には

　　　　　　　　　　　　　読Σ錨捻1Σ1認臨12

　　　　　　　　　　　を代入したものが実験と比べられなければならない。こ

　　　　　　　　　　　こでNiはづ番目の粒子のスピン多重度の意味で，その粒

　　　　　　　　　　　子が質量をもち，スピンの大きさが諺なら焼雛2ゴ盛＋1

　　　　　　　　　　　となる。それが光子の場合には艦＝2である。lTfi12の

　　　　　　　　　　　替りに用いられるべきこれらの量は以下しばしば単に

　　　　　　　　　　　　　Σ！1　Tfi　12又は　T　S　Q

　　　　　　　　　　　としてあらわされる（後者At　T　Squaredの意）。

波動力学の衝突問題で用いられる弾性衝突の散乱振幅

／（θ，φ）と我々の遷移行列要素7弛との関係は

　　　　　　　　　　　窺
　　！（θ，φ）＝一
　　　　　　　　　　8π〉！下．

　2体→2体反応の重心系における微分断面積は

（dad9），M・・　tit・8舞叩・・

又，

　　　　　　　　　　　　だ
　　d9＝；2πdcosθ＝　　　 el　t

　　　　　　　　　　　　跳Pf

だから次の様に書いてもよい。

　　aσ　　1窺｛2

　　dt　　16π2i・

重心系における2体崩壊1→2十3の確率の角度分布は

（’

MM「2擬叩・．

　5．　Compton散舌し

　Compton散乱は電子による光子の弾性散乱である。各

粒子の運動量を次の様にとろう。

　　e（p．）＋r（ica）”nv＞e（pb）｛一r（kb）・

2次のFeymr｝an図は二つ生ずる。

tw

馬

op
曳　ず

竃
調　俺

Fig．1　Feynman　diagrams　for　the　CQmpton

　　　scatter1ng．



　　　　　　　　　　　　　　　　　山田：

　散乱振幅は

卸戸・（ka）pt　e　tik　（kb）u　2t（　Pb）｛弊籍

　　　　　＋「・’（響斗（・。）．

ここでεa（ka）μとεb（ICb）μは各々始状態と終状態の光

子の偏りベクトルである。

これから

歩TSQ－f，4Σ罵黒ΣITμ［2

　　　　　　　Aa　Aa十Ba　Bb　　　　　＝twt－m2　＋一（’gt；：ff｝一5一（ff＝」一m2　（tt－m2）＋（’t’nv

ただし

　　Aa　＝”　t　Tr　（（pafa＋　m）　rpt　（”a＋　lf（a　＋m）ry

　　　　　（．pafb　＋　m）　ru　（　kla　＋　iofa　＋　？n　）　r，ce　）

　　B、→T・〔（栃＋m）γ・（編％糎）γ。

　　　　　（濡＋m）γ。（厩一属＋m）γ。〕

　　A6　＝　｛｝　Tr　（（，ipfa＋　m）　ry　（Xfa　一．klb　＋m）rpt

　　　　　（脇枕）γ。（．kla＋rd。柳）γ。〕

　　B、　一　i）　T・〔（拓十ηz）晦（孟十拓十勉）r・

　　　　　（栃＋糀）γμ（姦一属＋m）γ。〕．

この4つの量をREDUCEプログラムを用いて計算すると，

　　Aa＝＝　2｛（s一　m2）t十　s2十3　m4　｝

　　Bb　＝　2｛（u”　m2）t＋　u2＋3　m4　｝

　　　　＝　2｛（s　th　3m2）t＋　s　2－4m2　s＋7m4　｝

　　Ab　＝：　Ba　＝＝　2　m2｛”t＋　4　m2｝．

全断面積を求める為の角度積分を実行しよう。劣こ％一㎡

としてTSQをxのべきに展開すると

　　1　”2x　sm2s
　　プSQ慧、＿・＋（、一m・）・
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　　　　　　　　　2　－s2十6？n28十3m4　　8m4

　　　　　　　＋τ　、＿・　＋。・．

さらに

　　4σ　　da　　　　TSQ
　　dx　Cl・t　16π（s一　m2）2

であるから

・一
凾S・・一回｛Ety－2

　　　　　＋2（s2－6m2s－3m4　（s－m2）3）h誤＋（酷、｝．

ここで積分の上下限Xl，⑳2は

　　x1；一s＋m2　　（前方散乱）

　　。，＿・4（後方散乱）．

実験室系での光子エネルギーをωとすると2mtO　・s－ml

従ってωであらわした全断面積は

　　・厩一・詔｛2辮聯＋誓

　　　　　＋多（一2一＋♂）1・鴨2ω｝，

ここで

　　　　　　　
　　，＿e＿．2．817×10一一i3　，m

　　　　　4nm

は電子の古典半径である。

　低エネルギー極限では

　　辱・〆｛三豊＋・（　2tu　2彫）｝．

　反対に，高エネルギー極限では

・・。・・一・2…2・
M1÷・（÷），

　　　　　　
又は，雪篭一として
　　　　　鵬
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ff

@tot＝　T　r2　（一L！t｝S12t2Y　一　f2　iR2y＋o（y－2）i

が成り立つ。

　なお実験室系での微分断面積を与える次式はKleiザ

Nishinaの式と呼ばれる。

をあらわす。又，θは実験室系での散乱角であり，これ

ら3者の間には次の関係がある。

ωノ＝＝
？箆ω

to　一一

　　／？泥ω

m　wwY　to　（　1一　cos　0）’

ω→0の極隈をとると

m一　ca’ i　1　一　eos　0）・

（凱一嘉（審÷si・2　t9）． （凱あ
　　　2
・…L（1＋，。S・の

　　2

ここではω，ω1が各々散乱前，散乱後の光子のエネルギー となり低エネルギー極限でも球対称にならない。

000◎◎0◎肇

OOOOOOO2
00000003
00◎◎◎◎◎晦

ooeoeces
oooo◎◎◎ら

OOOOOOO7
00eoeoos
OOOOOOO9
◎0◎◎◎Q壌◎

O◎◎◎O◎餐奮

◎o◎◎◎◎嘩2

0◎◎0◎◎肇3

◎◎OO◎e壌4
◎◎◎◎◎◎像5

◎◎◎◎◎◎餐6

00000017
◎◎◎◎◎◎璽8

00000019
0eoooo20
◎◎◎◎0◎2僑

OOOOOO22
00000023
◎◎O◎O◎2晦

OOOOOO2＄
oooooe26
00000027
00000028
00000029
000eQo30
eooooosa
OOOOOO32
0000003g
oooeoo34
00000035
00000036
00000037
000000S8
eooooosg
ooeooo40
0◎OO◎◎4竃
◎◎o◎◎o晦2

0000004g
OOOOOO44
0000006S

％一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

し1麗ELE糧（強YM〈78》；
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岡A＄＄　PA＝＝納，P8＝蹄2KA＝：◎；

解＄目1三しL　PA，琴》膨，K《；

PA，P齢：魏稗＊＊2－Tマ／2…ま

PA．KA：：〈＄一M＊＊2＞／2￥
P8。1〈《：鷲（跨＊＊2－u＞／2彰

U：＝＝2＊岡＊＊2－S一￥丁葦

1縄◎巴×　賊u，麗u；

OPERA￥OR　pa；

C◎踵F》TO麗　＄CATTE薪～1題G　一一一一一一一；

ド◎F～ALL　多》　L匹丁　ド（P＞講〔ヨ〈し，P》；

AA：＝〈誕（PA＞や牌》＊ド（踵u》＊〈ダ《軍》A亜藝〈A》壷踵》＊ド《麗u＞＊

　　　　（F（PB｝季麗》＊F《鋪u》＊〈ド《PA十K幽〉←賊》＊F《鈎U》3

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　2

AA　：＝　2＊く3＊賊　　一　納　＊TT　や　S　　壷　＄＊TT》

露鶴：讐くF〈PA》壷岡〉＊ド（縄り》＊〈F（P露一1《A》些賊》＊Pt《賊u》＊

　　　　（F〈P＄》牽岡｝＊F（網U》＊（ド《酔墜一K《》壱踵》＊F《縄U》；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　2　　　　　　2

穆6　　：＝＝　2＊（7＊潤　　一　4＊岡　＊s　－　3＊躍　＊TT　や　s　　壷　s＊TT）

A穆：＝：〈F〈PA》噌r潤》＊F（踵u＞＊（F（PB一疑A》や鯉》＊ド《岡u》＊

　　　　《ド（ぎ）露》趣網》＊ド《踵u》＊《ド《跨Aや塾ζA》華助》＊F’《縛u》；

　　　　　　　　2　　　　2
A聾　　：＝　2＊潤　＊《晦＊踵　　　一　　TT）

露A：＝（ド《PA》趣牌〉＊ド〈鯵U》＊《ド〈PAやKA）＋岡》＊F摩〈NU》＊

　　　　〈響《F》呂〉や牌〉＊ド（踵u》＊《F〈P騒一KA＞十縛》＊ド（縄u》…酢

A建一3A；
o

AA一＄り8（＄饗2＊弼＊＊2－7T一＄73鷺〉；

o

琶ND；

Fig．2　REDUCF．．　program　for　the　Compton
　　　　　scatterlng．
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　4。電子陽電子消滅

反灘難鷺鍵難2個の光子になる

　　θ㎜（P＞一トθ季（g）→γ（k1）十γ（k2）

となる様にとる。2次のFeynmalt図は2個生じ，それら

による寄与を同符号にて加えあわせたものが乃毬を与え

る。

羅　　　　　　　　　護　　　　　　　　　％魅　　　　　　　ρ鍵

ピ　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　な　　　　　　　げ
馨　　　　　　　　　藍　　　　　　　　　　　　魁秘　　ρ《評

む　　　　　　　　　　　ほ　　　　　　　　　　　　　　　　なダ

；　　　　1　　　　　ノへ，、
慈　　　　　　　　　隆　　　　　　　　　　ダ4＞　　　　　魅％

　　　　　　　　　　　十

　Fig．3　Feymnan　diagrams　for　pair　annihilation．

　即ち，

争万（q）｛「・（誓一一

　　　　　＋　 rンt（一w＝睾m）γン　｝　εμ＊（ん1）εレ＊（le　2）・

÷TSQ一、1・Σ盟Σ叩2

　　　　　　　　Aa　　　　　　　　Ab十Ba
　　　　　　瓢（t－m・）・＋（t－m・）（，e．一m・）

　　　　　　　　　　Bb
　　　　　　　十　　　　　　　　　（u－m2）2　．

ここで，

　　A．　＝　t　Tr　（（．of　一m）ry　（　，af　ww　，kfi　＋　m）　rLt

　　　　　（vaf　＋　M）γ。（rd一賄禰）γ。〕，

　　Ab　＝＝i　一i一　T　r　（（．of　一m）rv　（si　ww　．Mi　＋　m）　rx，

　　　　　（Apti　＋m）　r．　（　．af　一　．kf2　＋M）rdi，

　　B。一÷T・〔（．ゴー？π）γ。（ダー漉＋犠）γ・

　　　　　（．gf　＋m）　r．　（　．3f’　一　．Mi　＋m）rv），

　　Bb　＝　一k　Tr　（（．of　一m）rpt（zpi　一　．kf2　一F　m）　ry

　　　　　（ダ＋m）γレ（ダー．碗＋m）γμ〕．

これらをREDUCEによって求めると

　　Aa　”：　ww　2　t　2ww　2　s　t＋　2　m2　s－6　m4，

　　Ab　：＝：　2　m2（s－4m2）＝B．，

　　Bb　：：＝　一22e2－2su“2m2s－6m4

　　　　＝　一2t2十2t（4？π2－s）一14　m4十6m2s．

従って，56＝t一　mg　Y　・・　tt　一　m2としeさらに

昨一2＋÷（一2・一8m・÷16詳）事

とすると

　　ユ
　　ブSQ肝殉＋F（・）・

この反応では

　　dσ　　　　　TSQ
　　CI　t　16πs（s一蛎2）．

全断面積σ撤は，終状態が同種粒子よりなることにより，

微分断面積を全立体角で積分したものの半分である。

即ち，

・一青∫（dael　9）d9一÷嬬（筈）el・t

　　tm・X一一9＋　一2＋t＞τ〉評

　　、漁一ユ＋鵬・ユ。奪、蕾．
　　　　　　　2　　　　　2

こうして

a・・…rk．　、一、m・）｛（　　　8　m4s十　4．　m2－　　　　s）・
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vC＋vFM2
1n
　　vg－vFzff

初期状態において電子が静止している実験室系で陽電子

のエネルギーを盈としγ＝（E＋／痂）を用いてあらわす

と

ff　（s＋4m2）　／．
ffto£　＝：

｛！一zrz：2　f－z：2　±一2Ltt一！＋　4　r＋i

7一“i　／ r2一　i

1・（r＋〉応）

重心系での♂又はe一の速度

s－4m

r十3

β寡
O

、
～

s

高エネルギー極限（8→。。）では，
であらわすと

Otot二＝

　　2rr　a

4　m2p

十

（1　ww　P2）　（

3－P4
IR

2（p2一　2）

1＋P
3

eoeooool
eoeoooo2
00000003
0eoooook
ooooooos
oeoeoeo6
00000eo7
00eeoeos
oooooeog
OO◎◎OO壌O
◎O◎O◎O壌1

0◎◎◎◎o雪2

00000013
◎OOOO◎唱ら

O◎000◎至5
◎o◎o◎◎壌6

◎OO◎OO肇7
00◎0◎0辱8
00◎ooo壌『ヲ

OOOOOO20
0000002a
ooooeo22
0eooeo23
0◎OOO◎2晦
oeoooo2s
ooeooe26
00eooe27
eooooo2s
OO◎OOO2り
eoeoeo30
00◎O◎03唱
OOOOOO32
00000033
0000eo34
0000003S
ooooeo36
0eooeo37
0eoeoo3s
OOOOOO39
0◎o◎o◎為◎

O◎0◎O◎ら傑

000◎O◎4盆
eooooo4g

1－P

｝
～

饗一一一一一一一一一　PF～◎G興A閥　FO爽

し1鑓霞L露麗GT塞く78》；

130

囲《＄＄　P＝岡，Q＝：魑諜く竃＝◎躍く2誠◎；

MS日眠LL　P，（勲，彗く1，K2；

OPERATOR　F；
FORALL　PP　LET

儲），M一慕（÷＋÷）

課（峠＋c・t・9），

1》A五R　A鍵鑓工鍾王L《T王0雛　C鍵0＄S　SECY亙oee；

F〈PP＞＝G〈L，PP＞；

り：ニ2＊賊＊＊2一＄一丁緊

K23篇＝F》尋Q－K壌￥

P．Q：＝＄12－M＊＊2￥
P．K壌：＝1《縛＊＊2－7》／2…蓉

Q．K43＝《s尋τ一麟＊＊2》／2華

◎悶　RAY；

FACTO飛　マ多
◎『：～◎E鞭　了，S，岡；

王翻PEX　稗U，　踊砂；

AA：欝（F〈Q＞一一M｝＊F〈NU＞＊〈pt〈P》一F《1《唱》争賊〉＊F（賊U》＊

　　　　《F《P》壷踵》＊F《腕⇔〉＊（ド《酔》一F《藝《1》趣岡》＊§「（踵u》；

　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　盆　　　　　　　a

AA　；識　　一　2＊了　　一　2＊T＊s　十　2＊踵　＊《＄　一　3＊岡　》

A陰＝漏《F（Q》一岡》＊ド《踵u）＊（ド《鋒》一ド《1《筆》昏醗〉＊ド〈賊り〉＊

　　　　《ド《P》季踵》＊ド《麗u》＊〈ド《酔》一ドG〈£》壷魑》＊ド（ee　u》；

　　　　　　　　2　　　　　　　　2

《臨　：蹴2＊践　＊《S一　晦＊岡　》

鶴A＝罵（F｛Q》一岡》＊ド＜閥U》＊《解《癖》一ド《紙2＞←魑》＊F〈重り》＊

　　　　（F《汐》十鱈）＊F（網u》＊〈F〈酔〉一Pt（1《筆》壷賊》＊F〈難u》；

　　　　　　　　2　　　　　　　　之

露A　：灘　2＊踵　＊《S　一　晦＊卜母　》

B露；＝《F《Q》一・闘》＊F「《図u》＊《F《P》一F《善《2》夢賊》＊F《鑓u）＊

　　　　（F《P》4・闘》＊F（麗雛》＊《F《P》一F〈K2》夢踵》＊F（魑U》；

　　　　　　　　　　　2　2　　　　　　2　　　　　　　　　a
露露　；＝　　一　2＊丁　　華　2＊刷了＊《　一　S　昏　晦＊踵　》　や　a＊踵　＊（3＊S　・一　7＊鍾　》

琶鑓B；

Fig．4　REDUCE　program　for　pair　annihilation．
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・沁
ﾚ÷÷・（1　11　ss2）．

低エネルギー極限（β→0）では

　　　　　　　2　1　　　　　　　ぴ
　　σ・・自己万＋o（β◎）

となり発熱反応特有の（1／v）特性を示す。

　5。Moe目er散乱

　Moeller散乱は相対論的な2粒子の弾性散乱である。

各粒子の運動量を

　　e（　ri）＋　e（　p2　）一〉　e（　ql）　＋　e　（q2）

ととろう。2次のFeynman図は二つ生じ，それらの寄

与の差が散乱振幅である。

謹衡　　蘭　　鰯鎚　　巴um　回　　棚甥

騨
冨繍　　陥謹醤　　腿露　　翼曝　　載塑　　四

　　Fig．5　Feynman　diagvams　for　the　Moeller

　　　　　　scattering．

　即ち，

　　1　　　　　　1一　一　7t　TfiL‘＝一　一il一　2e　（ql）　r」t　2e（pD’ze（q2）rxL　2e（p2）

　　　　　　　lm　be　　　　　　＋　一ii一　u（q1）　r！i　u（p2）’　ze　（q2）　r，ee　ze（pu　i）．

さらに

　　1　　　　　4　　　　1　4　i，　TSQ　＝＝　7，　Aa＋　TT．　（Ab＋Ba）“　．一，　Bb）

　　砺「竜丁・〔γμ（ダ1＋m）γ・（th　＋　m）〕・

　　　　　Tr［　？’i，（．af2　＋M）　ry（．4（2　＋M））　，

193

　　砺号丁・〔rpt　（zgefl　＋m）　ru（d2　一ym）

　　　　　γ。（漉＋m）γ・（舶＋窺）〕，

　　Bα＝＝一透一Tr〔rン‘（．af2＋m）　γy（／Of2＋m）

　　　　　γμ（幽＋m）γy（〆i＋m）ユ

　　β・「もT・〔rXt（腕＋m）r。（駈柚）〕・

　　　　　Tr〔晦（新＋慨）γ。（漉＋呪）〕．

REDUCEによって計算：すると

　　A。一■t2＋、t＋（、一2m・）・

　　　　　2

　　Ab　＝：2（s2一　S　m2s　＋　12　m‘）一・B。

　　β、ユみ、。＋（、一2m・）・

　　　　　2

　　　　，，．，　1、・一、m・t＋th、・一．4m・、＋、，m4．

　　　　　2　　　　　　　2

こうして

　　1　　　　　4　　　　2　　　　　4
　　ブSQ「〆・＋τ許＋ブ・

とかけるが，右辺の：第1項と第3項は各々ゲchannel

と2e｝　ehamie　lに光子を交換したために生ずる項，第2

項はそれらの干渉の結果生ずる項である。この干渉項は

s・＝2m2とε罵6鵬2で符号をかえその間で負である。前

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
都非物鋤囎であり談者即Cザ▽チ鞘す

る値である。

この反憾では，

　（dad9），ゼ、1繋、

であるが，これを特にpとsi11θであらわすと

（al　Od9），M一÷話，・）詩θ｛・・sin4θ

　　　　　　　一一（3　m4　＋エ2　m2P2＋8　r4）・il，20

　　　　　　　＋・（m2十2）・｝。
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ここでα＝

2
e

4T
は微細構造定数である。又簡単の為PCM

＝・　pと書いた。この様に微分断面積は前方と後方に鋭い

ピークを持ち，そのためにσtoち＝。。となってしまう。

　低エネルギー極限では

（凱M一
6ど2？％2

P4si難4θ

（i一　一ll一　sin20　）＋o（ii｝rt　）．

これは非相対論的Coulomb散乱，その交換項およびそれ

らの干渉項にわけられる。即ち

（凱M一
α2？箆2

（ 1 1

1

・20
sln　一＝
　　　2

＋　exp〈±g　z　i＞　÷t

　　　　　　　　　　　　　COS万

＋・（1多2）．

2

高エネルギー極限に相当する式は始めの式で鵬鵠0と

お・いて考えられる。

（dod9），M書 　1
　　　　（　4一　siR20　）2

sin4　e

16鈴4

十

1

，40
Sln　－　　　2

・20　．20
Sm　7　COS芽

）＋・（1多2）一
cr2　m2

　　　　×
16　p4

又は

（cl　ad9）CM　　一碁｛ 2e2　十　s2 2　s2

　　40
eos　一：一
　　　2

＝，　十一7X十

t2十　s2

2

O

ー

◎oo◎o◎◎肇

ooooooe2
eoeoeoo3
eoeoooo4
00eoooes
ooeooee6
000eooo7
cooooees
eoeoooeg
eoooeofo
◎0◎O◎0璽竃

OO◎◎◎O嘩2

00◎O◎O肇3
◎O◎0◎◎肇6

◎◎oo◎o壌5

000◎◎O壌6
0◎◎0◎◎壌7

000◎◎O肇8
0◎0◎O◎嘩ウ

oeoeoe20
000◎O◎2壌
oooeoe22
eoeooo23
eoeooo2dy
ooooeo2＄
◎◎◎◎◎02感

OOOOOO27
000eooas
oooooe2g
eoeooose
◎◎00003壌
OOOOOO32
00000033
◎O◎◎OO3轟

eooooe3s
oooeoe36
0eoooe37
0eoooo3g
ooeooo3g
OOOOOO40

りζ一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一　岡0眠しし巳霞

L王N駐L．眠麗（ヨ’『H《78》；

壌30

1NDEX　MU，NU；
岡ASS　　藝》A＝醗，誓つ穆＝賊，QA＝＝卜唾，（“S　：賊茎

凹SHEしL、1》A，P8，QA，Q露；
夢》A．p8言讐QA．Q露：＝S／2一・賊＊＊2￥

PA．QA：＝P8。Q8；＝閥＊＊2一丁τ！2彰

PA．QB：　：PB．QA：＝M＊＊2－U／2￥
u：＝：ら＊脾＊＊2－s－TT￥

◎R◎E欝～　TT，S，岡；

FAC了◎『ぞ　丁了；

◎夢》琶霞ATO飛

ド0群～AしL　騨

　　　　AA：驚

AA　：＝

＄CA了τ薦費1麗G一一一一　　一一；

　　　J，K；

　　　LET　J《P》霜｛§《し1，P》，1〈《P》瓢G《し2，P》；

　　　　　J（凹し華》＊《」《PA》牽岡》＊」（麗u》＊《」《QA》毒・凹）＊

　　　　　K（闘U》＊《K《P8》＋岡》＊藝く（麗U》＊《K（Q3》壷槻》；

　　2　2　　　　　　　2　　　　　4
（1’嗣『　　壷　2＊T7＊S　尋　£＊《S　　－　k＊S＊睡　　壷　4＊踵　》》！2

　　　　A8；鷹　　　一J《賊U》＊《J（PA》や麗》＊J《麗U》＊《J（｛謎墜》十賊》＊

　　　　　　　　　　　　」（醗u》＊《」《PB》や麗》＊」《麗u》＊《」（｛RA》壷囲》；

　　　　　　　　　　2　　　　　　　a　dy
A臓　；＝：2＊《S－8＊S＊稗・壷12＊踵》

　　　　臨A；畿　　　一」《踵U》＊《J《P縫》壷岡》＊」《麗U》＊《J《Q墜》や越》＊

　　　　　　　　　　　　」《践U》＊《J《PA》肇麗》＊」《麗U》＊《J《QA》＋岡》；

　　　　　　　　　　2　　　　　　　2　　　　　　晦

BA　；＝　2＊《＄　　一　8＊＄＊践　　十　壌2＊跨　》

B8：驚

露臨　：＝＝　《マ丁

　　　J《麗U》＊《，．1（P3》乎賊》＊J（麗U》＊《」《QA》や岡》＊

　　　K《賊り》＊《K（PA》弗賊》＊K｛麗り》＊（K《Q8》牽踵》；

2　2　　　　2　2　dy　　－　8＊TT＊岡　　乎　S　　－　8＊＄＊賊　　や　24＊麗　》！2

A鶴一＄A；

o
SUg〈TT＝lis＊M＊＊2－S－TT，BB）一一AA；

e
霞N◎；

Fig．6　REDUCE　program　for　the　Moeller
　　　　　scattering．



山田：量子電気力学とREDUCEプログラム 195

これから

6。　Bhabha散引し

　Bhabha散乱は電子と陽電子との弾性散乱である。各

粒子の4次元運動量を

e（pi）一1－e”一（qi）一e（pu2）＋e’（q2）

ととろう。2次のFeyl㎜an図は二つ生じ，これらの寄与

の差が散乱振幅を与える。

　従って，

－
彦

…「
9
②1
2
　
6

’　2e　（　p2）　rx，　2‘　（pl）’　v（ql）　rf，　v　（q2）

　　1　ww　一一r’　v　（q　i）　rit　t‘（pui）’　2‘　（q2）　rpt　v　（q2）．

　　s

i　4A7孚SQ篇t2

蹴遡　　繊露　圓　　遡　　回　　国

2B　4Cg－r，　十丁，，

醤
繕
覆
囹
翻
琶
縁
霞

Fig．7　Feynman　diagrams　for　the　Bhabha
　　　　　scattering．
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賊ASS　　霧）嘩＝＝麟，P譲～＝＝纏，Q循＝腕，　（隷2謹：醗；

齊S：欝巴Lし　　P肇　，P2yQ1　，Q2；

Q2＝＝＝F》f季Q葉一P2￥

Pl。Q肇；＝：S！2一卜肇＊＊2畢

Pl。F♪2：認魑＊＊2－Tソ2華
Q喋．婁｝2；＝＝｛S牽τ》！2一牌＊＊2￥

◎Fレ1三F～A了◎R　　J，1〈；

FORALL　P　LET　」〈P＞　：G〈Ll　，P｝；

FO群～ALL　P　しET　K《P》＝6〈し2，P》；

1『耀DE×　　跨u，騨～；

FACTOR　T；
◎R◎ε舜　　7，s，岡；

　《」《P2》手岡》＊」（照U》＊《」《P肇》や跨》＊」《飛》＊《K《（造肇》一縫》＊K（踵り》＊《K（Q2》一岡》＊K〈R》；

　　2　　　　　．　2　2　　　　　4
《T　　や2＊T＊S　乎2＊〈S　　・一　4＊S＊囲　　牽　4＊醜　》》！2

AA：＝w＄羊

一一一 s」《P2》噺醗》＊J《卜糺D＊（」《P4》争踵》＊」《R｝＊《♂《（謎1》一M》＊」《岡し華》＊《」《Q2》一魏》＊」《醗》；

　　　2　　　　　　　　　　　　　2　　　　　ら

2＊τ　　牽　4＊’『＊S　や　2＊《S　一　k＊M》

B＄：　：WS￥

　《」（Q嘩》一終》＊」《跨U》＊《」《Pl》やM》＊J（険》＊〈K《P2》轡岡》＊1く《麗U》＊（K《Q2》一踵》＊1く《寂》；

　　　　2　2　　　　　2　　　　　4
《2＊丁　準2＊τ＊〈S・一命＊踵》勢S　争8＊牌》12

cc：＝w＄￥

眠擁D；

Fig．8　REDUCE　program　for　the　Bhabha
　　　　　scatterMg．
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A　＝＝　一i一　Tr　（（　．af2　＋　M）　rpe　（．afi　＋　？7Z　）　rp　）　・

　　÷T・〔（駈一糀）r、e（d2一鵬）rp〕，

β一 ?T・〔（漉禰）7。（ali＋賜

　　（〆ド鵬）γ。（漉一m）γ。〕，

c一÷T・〔（．Ofi－m）晦噺加）rp〕・

　　一t　Tr　（（fff2＋m）　rpt　（／f2　一m）　rp　）．

REDUCEによれば

践呈、・＋、t＋、・＿4鵬・S＋4、m4，

　　2

B　＝＝　2（ww　t2－2st一　s2＋　4　m4），

C塁、・＋t、÷～＿4m・粥鵬・，

　　2

交叉対称性から，acを不変にしてsとtとを入れかえる

と，Bは不変にとどまりAとCは互いに入れかわる。

　重心系での微分断面積は，

（dadme），M一、濃

より求まる。この量はθ　・・一・　Oの前方にのみ鋭いピークを

示し，その為σt。t（s）＝。。となる。

　Z　むすび

　典型的な量子電気力学の反応をREDUCEプログラム

に援けられながら記述して来た。ここにとりあげなかっ

たもので重要なものの申には，真空中の2光子のDelbrueck

散乱および外場中でおこる諸過程，例えば電子の制動輻

射，1個の光子による電子陽電子対創生，1個の光子の

2光子への崩壊等がある。さらに，くりこみを必要とす

る諸結果を求めるのにもREDUCEプuグラムは有用で

ある。これらの問題については稿をあらためて述べるこ

ととしたい。

（1）

（2）

（3）

（4）
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