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A　Note　on　Uncountably　Many　Ri－Factors　ef　McDuff

　　　　　　　　　　　YOSHINORI　HAGA

　　Ahstract　一In　the　appendix　of［6］，　it　was　shown　that　there　exist　two　factors　ef　type　III　which　are　not

algebraically　isomorphic　to　each　other　but　are　such　that　each　is　algebraically　isomorphic　to　a　subfactor　of　the

other．　ln　the　present　note，　we　show　that　theye　exist　uncountably　maAy　facters　of　£ype　III　each　pair　of　two

factors　of　whick　has　the　same　property　as　above．　Hence　each　factor　of　£hem　conrains　uRcountably　many　non

isomorphic　subfactors　of　type　III　and　is　embedded　isomorphically　in　each　of　the　other　factors．　Our　example　is

obtained　by　ana1ysing　the　construedon　of　an　uncountabie　number　of　III－factors　by　McDuff　［Sl．

まえがき
　可分Hilbert空間上の鶏型因子の代数型の硯究はMc

Duff〔5〕，次いでSakai〔7〕，〔8〕によって非可：算個の異

なる代数型が存在する事が示されて以来大きな進展が無

い。Connes〔2〕による“漸近有限因子（hyPerfinite

faetor）の部分因子はすべて漸近有限である”という結

果が目立つ程度である。そして，代数型をすべて網羅し

分類することが当分見込みが無さそうに思われる現状に

おいては，より粗い分類を試みる必要があろう。例えば

〔6〕の類（9enus）の概念をその観点から院める事も出来

よう。また代数型の包含関係を調べる事によってE1型因

子の間に何らかの順序関係を導入し，類別を試みること

も可能かも知れない。Conne　sの上述の結果は，“任意

の馬型因子は漸近有限因子を部分因子として含む”とい

う（5〕の結果と鎌せて，漸近有限因子が此の意味で最小

の葛型因子であることを示しているわけである。一：方〔6〕

の付記においてvon　Neumarmは次のような例を示した。

すなわち，“代数同型でない2つの葛型因子で，互いに

他の部分因子に同型であるものが存在する。”此れは集

合論におけるBernste短型の定理が環型因子の包含関

係については成立しない事を云っているわけである。此

の結果の拡張として此の論文では，“その中のどの2つ

も互いに同型でない非可算無限個の照準因子で，しかも

そのいずれもが互いに他の部分因子に同型であるような

ものが存在する”ことを示垢従って此れらのff1型因子

のおのおのは非可算無限個の互いに非同型な部分因子を

含み，しかも互いに他の因子に代数的に埋め込まれるこ

とになる。此の例はMe　Duff〔5〕の構成した非可算個の

類型因子から可算個を除くことによって得られる。

1．McDuffの因子

Gを離散可算群，eをその単位元とする。共役類

Ch　＝｛　ghg－ii　geG｝

がすべてのh∈G，h≒eに対して無限集合であるときG

を無限共役類群（infinite　conjugaey　class　group）或

いはICC群とよぶ。離散可算群Gに対し，L2（G）上の左

移動作用素Lg：

　　（L，g）（h）＝e（g一’h），　eEiL2（G）

で生成されるL2（G）上のvon　Ne㎜a㎜環をA（G）で表

わすと，周知のようにGが｛e｝以外の工CC群ならばA（G）

は鶏型因子である。

補題L（〔5〕Appendix，　Lemma　A。3）
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G1，G2が共にICC群で，G1がG2の部分群に同型なら

ばA（G1）はA（G2）の部分因子に同型である。

　証　弱．　一般にG上の有限個の点以外では0になる

複素数値関数の全体は合成積（convo加t　ion）

　　（x）ey）（9）一Σh∈Gx（h一’g＞y（h）

と対合（involution＞

　　x？k　ig）＝：　x　（　g一“’　）

およびL2（G）の内積に関してHilbert環であり，L2（G）

はその完備化になる。よって，x∈…L2（G）に対して作用

素丁（ガを

　　T（x）f＝一x一）ef，　fEiL2（G）

で定義すれば，A（G）はT（）δが有界作用素であるような

x∈：L2（G）から成るL2（G）の部分環に同型である。（L2

（G）自身は環にはならない。）（〔3〕m．§7。6，（8〕p．182）

さて，T（Xl＞EII　A（Gl）に対して

挽②一 諛H　1瓢ミ窃）

と定義すればT（x2）6A（G2）であって，A（Gl＞19A（G2）

の部分環

Ai　一｛AGA（G2）1　A　＝：　（IXx），　x〈g）　＝一　O　（g（ii　G2　X　Gi）｝

と同型になる。（〔5〕Lemm　a　A．2，　A。3参照）Q

　Mc　Duff〔5〕による非可算個の非同型な∬1型因子の

構成について述べよう。離散可算群Gに対して，先ず次

のように2つの群：Lo（G），　L，（G）を作る。

　Lo〈［G）：　Gj－G　（j・・1，2，……）としてその無限

　　　　直和をGで表わす。

　　　　　G　・・　G1㊥G2㊦……

Fc。を可算無限個の元δ1，δ2，……から生成される自

　　　　　　　由群として，GとF。。との自由積をさ幹F。。と書こう。

此の自由積において

　　δ、9壽δ、一三9ま一正　（i≦j，9」∈Gj）

の形の元全体で生成される正規部分群をN1とし

　　Lo③識（て｝菅F◎◎）／N’王

と定義するQ此れはδiで生成される無限巡回群をHiと

すれば，〔4）で定義された群（Hl，　H2，……；G，，　G2

…… jを考えることに他ならない。従って：Lo（G）は9j

Eii　G　j（j⇒，2，……）とδ1，δ2……で生成される群

で，定義関係が

　　（Pgj　9i　・・　9i　9j　　（i≒」）

　　（の9」δi　＝＝　6i　gj　　（圭≦3）

で与えられる群と考えてよい◎

　L，（G）：正の整数全体の中の有限個のみを動かす置換

全体から成る群をffで表わし，17のG上への作用を

　　　　　　ユ　　π9」π　me　9π（j）

で定義する。ここでπ（j）は置換π617によるjの像であ

　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

る。此の作用に関するGとllとの半直積（G，π）を作
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　

る。すなわち（G，17）はg＝（9j）∈Gとπ∈…17との対

　　（g，π）から成り，

　　　　　　・②一（9。ω）

として，積を

　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　ゴゆ

　　（9，π）（h，ρ）＝＝（9π（h），πρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

で定義した群である。GがICC群なら（G，17）もICC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　群である。此の半直積とF。。との自由積（G，∬採F。。

において

　　δ、9」δ、一19∫1　（i≦」，9」∈G」）

　　　　　（Gjは（G，　ff）の部分群とみなしている。）の形の元全

体で生成される正規部分群を蝿とし

　　　　　　　　　　LI③巽（（G，∬）一x一　F。。）／N，

と定義する。此の群はまた：，9j　6　Gj（j－1，2，……）

とδ1，δガ…・・およびπξ…∬の全体で生成される群で，

定義関係が

　　（i）9」9i＝＝　9ig」　　（圭≒3）

　　（iDg」δ量一δig」　　（i≦j）

　　Gii）・9・ガL・。σ）

で与えられる群と考えてよい。

　次の3つの補題は〔1〕からの引用である。補題2は49

頁APPendixに証：明があるが，直観的には明らかであろ
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う。元xの表示（1）の一意性に注意しよう。

補　題　2．

Lo（G）の元xは次の形にただ一通りに表わされる。

　　x・”＝　r1　A・γ・…”γP　A，　rp．1　　　（1）

ただし，4拝F』であり，またγ1とγp＋1は単位元であ

り得るが，それ以外のγ2，……，γpは単位元とは異な

　　るGの元で，γ3（lii　G1㊦Ga㊧……（DG、（sはAj＿1

∈F。。の最後の文字δ慧（n≒0）の番号）である。

　Li③の元xも同様に表わされるQただしγj＝γjiπ

（rrEIEII）で，γY∈G1㊤G2㊥・t・…㊥G，である。

補　題　3．

GがICC群ならばLo（G），　L1＠は共にICC群である。

証明．補題2を用いてx・γIAIγ2……γp4pγp＋i

x≒eとすると，整数n＞p＋1に対してδ塩xδllk（k躍

1，2，……）がxの共役類の無限個の元である。

　補　題　4．

　0：G→Hが群Gと群Hの準同型ならば，θは準同型

θ：L圭⑨→Li⑪（i・・O，1）を誘導する◎θが1対1

ならば，θも1対1である◎

わす。小数点とその前の0は省略する）：

　　α＝ala2　a3……　　　（aj＝：0または1）

以後簡単のため：Li（G）（i＝o，1）を1⑨とかき，　i（j

（G））はij（G）と書くことにしよう。補題2からも分かる

ように，Gは自然にi⑨に埋め込まれるから，補題4に

よって

　　　an－i（Gb　C　an－4　an（G）

an－2　an－i（G）　C　an－2　an－i　an（GD

等となり，一般に任意のnに対して

　　ai　a2　”’an一（〈］D　c　ai　a2　”’an－i　a．（G）．

よってICC群の増加列が得られた事になる。Gαをその

和集合として定義する：

　　Ga＝＝　．eeti　ai　a2　”””　an　（G）

　此の時，補題3によりA（Gα）（α6〔0，1〕）はすべて

二型因子になるが，Mc　Duff〔5〕はそれら非可算個の因

子がすべて互いに同型で無い事を，強剰余列（strongly

residual　sequence）等の概念を用いて示したのである。

なお，例えば　Ct・・＝1000……は　Ct　・0111……と

も展開されるが，展開が異なれば異なるUl型因子が得

られる。

　証　明．i＝＝　oに対して示す。　i－1の場合も同様で

　　　　　　　　　　　　　　　ある。θは自然にG→Hへ拡張される。δkは不変である
　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　
として，さらにG輝。。→H紐。。へ拡張できる。従って

元δ、9jδr19∫1はδ、θ（9j）δf1θ（9丁’）一δ踊町1hy1

に移るからし。（G）→Lo㈱の準同型θが得られる◎

　次にθが1対1であるとする。xe：Lo⑨に対しθ（か

eであるならば，補題2によってx＝　rl　Alγ2……γp

Apγp＋1と書ける。しかるこき

　θ（x）xx　O（γ1）∠flθ（γ2）。・喝…　θ（γP）Apθ（γ茎》＋1）

はし。㈲の単位元であるから，すべてのjに対してθ（為）

＝・　e，Aj　・：　eとなる。θが1対1だからγj・・　e．よって

x…　eとなり，θは1対1である。

　さて，各定数α∈〔0，1〕に対し1つのICC群Gαを

対応させる。ICC群Gとして例えば2個の生成元の自由

群：F2をとる。2進展開を用いて各αを0と1とからなる

無限数列とみなすことができるく有限小数も無限列で表

2．包含関係

　前節でその構成を述べたMc　D　uffの因子について，栢

互の包含関係を調べよう。此の節では群Gのi（G）（i＝

O，1）への埋め込みをεiまたは単にεで表わすことにす

る：

　　G二こ＝εi（G）（＝＝i（（1）　　　　　　 （ i＝＝0，　1）

　＝補　題　5

無限列al，　a，，…（aj　一〇また1ま1）の部分列をb・，

b2，…とし，　Ct　＝＝　al　a2……，β一＝bl　b2……とする。

此のとき，GがICC群ならば，GβはGαの部分群に同型

である。

証：明．例えばbl＝：a2，b2－a5，……　としよ、う。

しかるとき，
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b1⑥謂a2③

　　：e　a2（G）　c　ai　a2（G）

であり，また補題4を用いると

　　bi　b2（G）＝一　a2　ab（G）

　　　　：ea2　eeas（G）cal　a2　a3　a4　as　（G）

である。一般に，bm　””anとして

　　bi　b2　”’b．　（CDc：　ea2　se　as　’・“t・　a．（G）

　　　　　　　　　c　ai　a2　”“”　am　（G）

となる。ところがala2……a瓜⑨は増加列であって，

その和集合がGαであったから，任意のmに対してbib2

…… b合BはGαの部分群と同型である。従って

　　Gβ謂い、一b。⑥
　　　　n＝1

もGαの部分群と同型である。

　補　題　6．

　Gα（α∈〔0，1〕）の中の非可算個は互いに他の部分群

に同型である。

　証：明。α∈〔0，1〕を2進展：開したときに，0と1を

共に無限個含むようなαの集合をKとする。α，βGK：

を2進展開した時，それぞれの数列は互いに他の部分列

として表わすことができる。従って補題5によって，Gα

とGβは互いに他の部分群に同型である。ところで，K

の補集合は有限小数を表わすから可算集合であり，よっ

てKは非可算集合である。

2つのE1型因子A，Bが互いに他の部分因子に同型で

ないことがあるか。此れらは豆1型因子の分類にも関連

して今後の課題である。
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　定　理．互いに同型でないが，しかし互いに他の部分

因子に同型であるような非可算個の恥型因子が存在す

る。

　証　明．Gを例えば2個の生成元をもつ自由群F2と

してGα（α∈〔0，1〕）を作れば，A（Gα）は〔5）により互

いに同型でない恥型因子である。補題6と補題1により

その中の非可算個が定理の条件を満たす。

　以上でまえがきに述べた結果は示されたわけであるが

此の結果からしても当．然次の疑問が起こる。因子Aが他

の漸近有限でない豆1型因子Bの部分因子に同型でない

ような対（A，8）は存在するか。また，漸近有限でない


