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　　Abstract－The　theofy　of　dosed　derivations　o13　the　tmit　interval　l　has　been　investigated　by　sevefa玉

authors　and　the　structure　of　the　closed　derivations　was　made　clear　almost　completely．　ln　their　theory，

however，　ranges　of　the　defivations　are　required　to　be　contained　in　C（1），　the　algebra　of　all　continuous　func－

tions　on　1．　lia　the　preseRt　note　we　begin　to　deal　with　closed　derivations　defiRed　in　C（1）　aRd　having　ranges

in　M（1），　the　BaRach　space　of　Radofi　measures　on　1．

　壌．　C＊環A上の微分とは定義域D（δ）がAの稠密な部

分環であるような線形作用素δ：A→Aであってすべて

のcr，β∈D（δ）に対して微分律

　　6（cr　P）　＝＝　6（cr）P＋　cr　6（P）

を満たすものをいう。さらにcr　GD（δ）ならばα＊∈…D（δ）で

かっδ（α＊）W・　6（α）＊が成り立つならばδを＊微分という。

この＊微分の理論は物理系の時間的発展を記述するC＊

力学系との関連により活発な研究が行われているが，こ

れを特殊な可環C＊環である単位区間1＝〔0，1）上の連

続関数全体の環C（Pの場合について考えれば，微分は通

常のいわゆる醐数を求める微分欄素蓋の搬化と

みなすことができる。⊥は定義域を連続微分可能関数

　　　　　　　　　　dt

の全体cl（1）とすればC（1）→C（1）の微分だからであり，この

状況は：Lebesgue測度の一般化として測度論を展開できるこ

とと丁度対応して麟のと考えられ嶋舌は襯㈱

素として連続ではないが閉作用素ではある。そしてその

一般化としてのC　（1）一“　C（1）の閉微分の構造はほぼ完全に

解明されている（〔1〕，〔2〕，〔4〕，〔5〕，〔6〕）。

　しかしながら～方C（Dの関数は至るところ微分可能で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
あってもその導関数が連続とは限らない。すなわち一一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt

は定義域をcl（王）に限らなければその値域はC（1）の中に

はおさまらない。また連続闘数は超関数の意昧では常に

微分可能であるがその導超関数も連続関数とは限らない。

もちろん超関数の間には一般に乗法が定義されないから

微分律は意味を蹴ず，従ってこの鵬の轟は微分で

はない。そこで，微分律が意味を持つ範囲で微分の値域

をC（Dよりは広くとって微分の理論を考察して見よう。

取りあえずは基礎的な部分を調べて見ることにして，ま

ず微分の値域をどこに取ったら良いかを考える。

　超関数の乗法については〔3〕や〔8〕の第5章等に述べ

られている。それによればαが無限回微分可能な関数な

らば任意の超関数βに対して積αβは意味を持ちしかも

微分律：が成り立つ。微分律が成り立つことを前提とすれば，

大雑把にいってαが不正則ならば不正則なほどそれに応じて

βの方が正則でなければ積αβは定義できない。そして

ev∈GC（Dのときに積が定義できるのはβが1上の測度の

場合である。そこでいま1上のRadon測度全体，すなわ

ち一様収束ノルムをもつBanach空間C（1）上の連続線形
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汎関数の全体をM（1）とする。M（1）はノルムllμli＝sup

臼μ紛1：江島｝譜1｝でBanaeh空間でありα∈C　（1＞と

μeMα）との積αμ∈M（1）を

　　（ev　」et）ゆ）；μ（αの

　　　　　　イα（tゆ（t）2et（d・）（geC（王））

によって定義すれば，M（Dはpam　C　（1）上の加群である。従

って線形写像δ：C（1）→M（1）について微分律

　　S（aP）＝P5（cr）＋cr　5（P）　（aPEdiC（1））

はM　（1）における等式として意味を持つ。一般にはC＊環

AからA一加群への線形写像について微分律が考えられ

るわけである。以下このようなδをi上の微分あるいは

C　（1＞での微分とよび，その値域は常にM（Pに含まれるも

のとする。また簡単のためにC（Dの元はすべて実数値関

数，M（Dの元は実測度とするがこのことによって一般性

が失われることはない。なお周知のようにM（Dは（0，1〕

で右連続かっf（0）＝eなる有界変動関数∫全体の空間と

同一視できる。また定数関数1は定義域D（δ）に属すると

してよく　そのとき微分律によりδ（1）・＝0である。もち
　　　　’

うん1をコンパクト空間や局所コンパクト空間に変えて

も同様の議論は可能である。ただ従来の微分とは異なっ

て2階微分δ2は定義されない。

　2。上に述べたような微分の典型的な例を述べよう。

　単位区間1・＝〔0，1〕上の連続な有界変動関数の全体

をCV（Dで表せばこれはC　（1＞の稠密な部分空間であって

C1（1）を含む。α∈iCV（1）に対しそのStieltjes測度4α

∈M（1＞とは

　　dct（（a，b））一：a（b）一cr（a）　（Ca，　b）cl）

によって生成される測度である。そのノルムはαの全変

動V〈α）に等しい：lt4αil＝＝V（α）。

　αにこの測度4αを対応させる作用素4：C　（1）一＞M（1）

は線形である。そしてα，β　Gi　CV（1＞ならばαβ（≡CV（1）

であって，任意の～06C　（1＞に対して

fg（t）d（crp）＝一11m．xg（tj）Ccr　p（tj）一aP（tj－i））

＝lim．X　g（tj）（｛a（tj）一a（t」一，）｝P（t」）

　　　　　　　　ta（tjnyi）｛P（tj）pmP（tj－i）｝）

一lim．xg（tj）P（tj）（cr（tj）一a（tj－i））

＋lim　．X　q　（t」）a（t」一，）　（P（t」）一P（tj一，））

＝一

@f9（t）P（t）　dcr　＋　f9（t）a〈£）　dP

＝＝　f9（t＞（Pdcr＋cr　d　P）

であるから

　　cl　（　cr　p）　一＝　pda＋　cr　dp

である。従って定義域をD（d）＝・CV（1）としてdはC（1）で

の微分である。なお超関数の導超関数が測度であるため

にはその超関数が有限区間において有界変動であること

が必要十分である（〔8〕§2．4定理2）ことを注意して

おこう。

　つぎにこのdは閉微分であることを示そう。

α弄C＞（1），cr　n→α（一様），4α⑳→μ∈…M（1）とする。

nを十分大きくとれば目4α幅一μB≦1だから

　　V（cr．）　＝　Ildan［1　：S；．　Illa　ll　＋1

よって極限関数αについても

　　V（cr）　x　1　i　rn　V（or　n）　i一：t／．一．　I　I　pt　11　＋　1

となるからまずα∈CV（1）が分かった。また任意のg∈…

C（Dは一様連続であるから与えられたε＞0に対して1

を0＝・to〈tl＜……〈tn・＝1で分割し，各小区間

〔tj＿1，　tj〕の中のt，sに対してはi～0紛一～o（s眠くεと

なるようにでき，このとき任意のStieltjes測度4αに

ついて

　　lf　9（t）　da　一　．X　9（tj）（a（tj）一a（tj－i））l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．｛．　．．，　e　V（a）

となる（〔7〕第2章．§4．2）。cr　n，αに対するこの不等

式と，十分大きなnに対しては

　　lXsD（tj）Cc￥（t」）一a（t」m，））

　　　　　ww－X9（tj）（crn（t」）一crn（tjd））1〈e

となることから

lf　9（t）d・一　fg（・）d…。　1≦・〔v（・）＋v（・。）＋1〕

＝〈　E（211　？tt　ll　一Y　3）



となるQよって

1im　f　g（e）　d　a．　＝＝　fg（t）　da

芳賀：単位区間上の微分．1

すなわちμ二1im　dαn＝daとなるからdは閉微分であ

る。

　この閉微分dが我々の典型的な例であって，この場合

αeC（1）が連続だから4αも連続測度である。α　ff　ci（1）

なら4α；α！（t）dtであり，　dはcl（1）を定義域とする微

分⊥：C（1）一一〉　C（1）の閉拡張と見てよい。ただし値域は

　dt
M（1）である。従って例えば（一般化された）Cantor関数

（〔2・），〔・））γ（・）に対してはeまとんど至るところ齢◎

であるから纐を。（王）と限れば閉拡張につ鴫当然筈

は恒等的に0とせざるを得ないが，M（1）を値域とする微分

4に対してはdγの全測度は1冠γほ＝γ（1）一γ（0）nv　1で

あってdγは（一一般）Cantor集合を台とする連続特異測

度である

　またほとんど至るところで微係数が0になる狭義単調

な連灘（〔9〕§24）につ・ては，涛の閉門・お

いては一応同じ理由で微分の値を0とすることになるが，

Stone－Weierstrassの定理によればその関数と1とで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
C（Dの稠密な部分環を生成するからそのときは薦が自

明な微分0ということになってしまう。よって実際には

そのような関数は⊥の閉鉱張の四脚こは入り懲砺
　　　　　　　　dt

一方閉微分d：C（1）→M（bに対してはそのような関数の

微分の値は台が1全体の連続特異測度ということになる。

　5．閉微分の性質について〔6〕に倣って考察を進めよ

　　　う。

　定理壌．　（〔6〕L2．2）　δ：C（1＞→M（1）を閉微分とし

fを実数直線R上の連続微分可能関数とすれば，

αeD（δ〉に対して合成関数／（α）はまたD（δ）に属し

δ（／（α））＝fi（α）δ（α）である。

　証明．／が多項式のときは微分律によって明らかであ

る。一般のf　e　ci（SUに対してはα（1）が有限区聞に含ま
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れるが，その区間でf，f’をそれぞれ錫，p⑳！で一様近

似するような多項式の列｛　rn｝が存在するから，δが閉

であることによってPnの極限fについても定理は成り

立つ。

　δ：C（1）→M（1）が閉微分ならば定義域D（δ）はノルム

1αIi　6＝ur　ilαII十V（α〉に関してBana　ch環になる。上の

定理を常いると〔6〕と同様にして次の結果が得られる。

　定理2．　（〔6〕1．2．3，1．1．3）　δ：C（1）→M（1＞を閉微

分とすれば｛D（δ〉，Ilα晦｝は1上のSilov環である。

すなわち1の閉集合Fとto　Eii　F　eに対してαIF＝0，

α（to）＝1となるα∈D（δ）が存在する。従ってまた1の

互いに素な2っの閉集合E，Fに対してαIE　＝：1かつ

suppαCU＝FC，0≦α≦1となるα∈；D（δ）が存在す

る。

定理5．　（〔6〕1．2．4）　δ：C（1）→M（1）を閉微分とし

α6D（δ）が1の開集合U上で定数値をとるならばδ（α〉は

U上の測度として0である。

　証明．まずU上で常にα（t）　・oであるとき任意の閉区

間F⊂Uに対し上の定理からβIue＝1，βにF；0とな

るβ∈D（δ）が存在する。このときcr　＝αβであるから，

Fの特性関数をXFとして

　　6　（a）　Cpt　一S（a　P）（M

　　　　　一（pscr）（N＋（a6p）w）

　　　　　　fXF（t）13（t）6cr＋fXF（t）or（t）SP＝＝O．

U上でα　・＝　k（定数）のときはU上でα一k1＝・Oであ

るから今示したことから

S（cr）（1］）　＝＝　S　（ev）　（ll）　一　k　a　（1）　（F）

　　　＝＝　s　（a一　ko　（m　一　o．

dは2．で述べた閉微分とする。D（4）＝・CV（1）⊃cl（1）で

あり，α∈c1鵬らば4αはfg（t）d・一∫鋼α’ω

Cl…ltよって醗麟需一・／〈・t）・t」司一視してck　Vo
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　定理4．　（〔6〕2．1．1）　δ：C（1）→M（1）を閉微分D（δ）

⊃cl（・）とするとδはC1阯の微分構の臓である・

ただしμ∈M（D．

　証明．α∈C1（1）に対し多項式の列｛p，、｝でPn（t），　p6（t）

がそれぞれcr（t），αノ（t）に一様に収束するものがある。

xを関数x（t）・＝tとすると定理1によりδ（pun）＝露δ（x）

→α／ ﾂ（x）となる。δが閉だからδ（α）＝α’δ（x）．従って，

μ＝δ（x）とすればよい。

δが閉のときδEは閉であろうか。また標準的な閉微分

dの閉拡張はどんなものだろうか。そもそもdの閉拡張

は存在するであろうか。C（1）→C（1）の閉微分δについて

は閉拡張の無限鎖が存在する（〔6〕3．2．5）がそれは一般

Ca批or関数をδの核に加えるものである。ところが

C　（1）→M　（1＞の閉微分dにおいては一般Cantor関数はす

でにすべてD（d）・＝　C＞（1）に含まれてしまっていてそれを

利用して拡張する方法は無効である。従ってdの閉拡張

の存在は自明ではない。あるいはまた定義域がC（1）全体

である微分が0だけであるかどうかも臼下のところ不明

である。

　この定理によって閉微分の例を構成できる。例えばδ（x）

が窃∈iIにおけるDlrac測度εaであればδ（α）＝・α！εα

である。すなわちg∈C（1＞に対して

　　（5　cr　）　（9）　＝’　ea（ga’）　xx　g（a）　ev’（a）

このようにμ∈M〈1）の選び方によってci（Pを定義域と

する閉微分の例は得られるがその閉拡張の具体的な構成

は⊥の拡張に依存することになり明らかではない。2

　dt

で述べた閉微分4はPt　＝dtの場合の1っの拡張である。

　定理5．　（〔6〕2．1．2）　δoが閉微分でf　GiC（1）が1

上で0になることがなければδ＝　f　tioは閉微分である・

よって特にfdは閉微分である。

　証明．αnEi｝　D（δ）＝D（δo）で11α⑳一α【｛→0，δαη→

μGM（1）とする・／脚だからδ・α。一 h黶?μ・

ところがδoは閉だからα∈D（δo）＝D（δ）であってδoα

　1＝7μ・よってδα可δ・α解

　以上のように〔6〕と類似の議論ができるところは多い。

しかしまだ閉微分の構造を調べる段階にまでは到ってい

ない。例えば1の閉部分区間Eに対して定理3により

飽（evIE）＝一（δα）iEによってC⑧上の微分が定義され

その定義域はD（δE）＝：｛α田；α6D（δ）｝であるが，
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