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餐．はじめに
　通常の物理系は，そのシステム・ダイナミックスが非線形の常微分方程式として詑述さ

れる場合が多く，安定問題を除いた非線形系の動的挙動の明確な把握や解析の仕方に，困

難を伴うのが普通である。

　工学上の解析悶題では，不可欠ではあるがあるきまりきった計算手順といった事柄は迅

速かつ簡便に処理されるのが望ましく，実際上限定された誤差の範囲内での解法がしばし

ば行なわれている。事実，非線形微分方程式の解法としては近似図式的な解析によるか，

逐次差分形式の数館解析にたよるほかはなく，ディジタル・コンピュータによる数値計算

においてもプログラミングにかなりの労力を必要とするのが現状である。
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　ここでは，非線形川讐常微分方程式の求解を位相面法の拡張から状態軌道，すなわち積

分曲線の算出に帰着させている。このことは，積分回数をエ回減らすことを意味し，計算

を単純化している。本数値計算法によれば位相的性質と同時に状況点に時刻も与えられる

ので，ただちに方程式の数値解が得られる。

2．　位相面法の拡張による数値計算法

　変数をκ，諺，……，κ（n）（ただし，・はd／　dtを表わし，以下本論文を通して同じ）の状

態量ならびに時亥財であるとし，実空間｛t，　X，　th，　．，．．‘．）　，x’（n）｝の領域で連続な実数値関数

Fを考える。ただし，Fは変数t，　x，　z5，……，　s・’（「e－1）についての非線形関数とする。この

とき，ノz次の非線形系を記述する方程式はつぎのように表現できる。

　　　　　　x（n）十　F［g，　x，　cb，　・．．…，　sc（n－1）］　＝　e　・…一・…t…．…．一・・・・・・・・・・・・…．．・・．…　（i）

　通常，式（1）の解は無数に存在する。したがって，ここでは解の一意性が与えら乳たも

のとしてその初期値問題をとりあげ，κ（○十），諺①十），……，．a〈n－1）（0十）を満足する解を

求めることにする。

　ここで，式（りの表現を簡単な一階微分方程式の組として整理する齢勺で各状態量を

AkF，　X’eκ2＝ゑA’3＝」2i？・…・・のような状態変数に置二き換えて’normal　formで表わせば

　　　　　　1：＝こ

　　　　　　／i，”1＝＝Xl’thi’，X’，，　L’，，2’．．：JJJ；”．，rM／’wwrmb（’’””’’’’’’’’’”t’’’’’’’’”・・・・…t・・・…　（2）

と書ける。

　与式が線形となるときは，一般にラプラス変換を経出してシステム全体の推移行列を求

め，しかるのちに最終的な解を得ているが，本論文ではそれらの線形微分方程式をも含め

て式（2）の状態方程式から直接的に数値解を求める方法を示す。

2．1轟＝一諾［t，κ、，κ2，……，κ71〕の数値計算

　二一、＝Xnの関係を整理すれば，位相面｛Xn．1，κn｝上のすべての状況点を満足する次式

を得る。

　　　　　　一z2mmiC．ti￥ll一！’rl＋’”＝　’rmllll，iiLi’　’’’’’’””’’’’’’’’””’’’’’’’””’’’””e”’’’”・・…’．．．　・・・・・・・・・・・…　（3）

　さらに，状態軌道上任意の状況点を鑑とすれば，この近傍におけるδ£蕊＠，∂汁（κ、ト滋

の値は一定であると仮定できるので，上式を変形して積分すれば

　　　　　　（xn）2ic　r’　｛（xn－i）k一　ig　6ic｝2＝＝　Rk2　’”’・””・…　一””・・”・’・・’・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　　（4）

　　　　　　ただし，Rκは積分定数

を得る。式（〈i‘4）は位相面κn軸上に序1心をもつ半径Rkの円の方程式を表わし，この原理

にしたがえば状態軌道の増分を微少円弧で近似することが可能よなる。そこで，初期の状

況点P，の値（κ。．法，（κ，羨，時問区分癬が与えられたものとして対応する軌道増分の終

点／）A・＋1の座標を導けば
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1驚i麟驚濃総←聯｝…………・……1一……………（5）

　　　ここで，（din）te＝rm．　F（t，　（Xl）k・，（κ2）iC、7

　　　　　　　？，i　＝＝　sin　At

　　　　　　　Xo　＝　cos　lig

　　　　　　　Z3　＝1－R2

　　　　　　　（1　＝＝　O，　1，　2，　・・・…　　）

　　　である。

商＝κブ＋1の数値計算：

．．．．．．

V　（．一，A？｝）S“］

2．　2

　本節表題に示すような方程式の数値解を求める場合に限って，位相面侮，裕・｝上の状

態軌道増分に時間区分dtを対応させるのにCanninghamの手法を適用することにする。

状態軌道上の任意の状況点P，の座標が与えられ，時間区分dtが経過した次の状況点

Plt　＋　1の座標が図1のようになるとき，図から

　　　　　　・一（鴛拙二‡搬）夕一一・一…一…一…一一一・・一（6）
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　　　　　　ただし，τ＝2／Aj

の関係が導かれる。上式を変形すれば

　　　　　　（・：e」i－Pl）」t　41＝r（sc」’）ic＋1一｛TCXj）k十（Xd＋1）k，｝　…　．・．…　．．・・．・・・・・・・…　．・．・…　t・…　　（7）

となって与えられた初期の状況点君，の紛軸に関する対称点Qを通る傾斜τの直線を

表わすことになる。この直線を等時間直線と呼ぶことにし，これによって切り取られた状

態軌道の微少鄙旧婚疏＋、の註過暗聞はAtとなることがわかる。そこで，（κ担）i…1は

すでに醜の位相面上で求められていて，状況点践の値（κのた，（鋲工）icも位相面｛κ力㌫・｝

上に与えられていることになる。したがって，所望の状況点Pi・・iの紛軸上の値は

　　　　　　（ゆ。＋Fω、＋塾・）蕊土蝕・・匝………一…・…・…………一・・（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　T

として導かれる。式（8）は数値積分におけるシンプソン法にほかならず，最も単純な形

での計算法となる。

3．非線形盤階常微分方程式の数値計算法

　π階微分方程式の求解にあたって，計算式の運用はまず式（5），つぎに式（7）のgz－1回

使用による。そして，所塁の状態軌道は上記の逐次計算の結果として得られることになる。

　工学的なシステム解析問題の取り扱いにあたって，状態変数の決め方にはシステムの特

性等を勘案して解析者の意図が入ってくると，異なる状態方程式のかたちがでてくるもの

と考えられる6ここで，任意の場合に適応した数値計算法を見い出すために代表的な二・

三の例について考察を加える。

　3．罎上述したように，与えられた非線形糾塔常微分方程式に対する状態変数の選び方

は一一一一｝）k的ではない。いま

　　　　　　afj＝一FiC／，　；C’i，　X2，　・”’”，　ecn］　’’’’’’’’’”・’’’’”・一e’・”・…‘・・t・・・・・・…．．．・．・・．．　（9）

　　　　　　　　　（プこ1，　2，　…　。。・ラ　ノz）

のn組の一階微分方程式として整理されるとき，数値計算は式（5）の繰り返し使用によっ

て行われ，この場合はごく簡単な逐次計算の過程をとることになる。

　3．2　さらに，状態方程式の中にaf」　＝　一　G」　（t，κゴ〕なる非線形の常微分方程式が入って

くるとき

　　　　　　X1　：＃￥2

　　　　　　×2　：ぎ3
　　　　　　S，　＝　一G，（t，　x，o　〉　’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’”・・・・・・・・・・・・・・・…”・・　（iO）

　　　　　　轟隠一F口，κ1，κ2，……，撮〕

塀1軸上（紛＋ユ）ん。1の値はすでに前の位相面上で求められていて，以前の状況点（κノ玉，

（娠鎌の値も位相面｛℃♪裕1｝上に規ヌ澄されているものとすれば，求める紛軸上の値は

（ゆ婦鷲（ゆ。一．〈ゐ〔妖そ・ナ茎）・⊇±鍵を抵拠）担⊇、…＿＿＿＿＿（11）
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　　　　　　　　ただし，為旺ゴ＝三十漉

によって計算される。

　3．3　非線形の常微分方程式が

　　　　　．x（n）＋FCt，　sc，　igr，　・・・…）　．x（7Vm1＞7　7，　si，　・・i．・．7　y（M）］　＝O

　　　　　　　　ただし，（mくn）

のかたちをとる場合は・各状態量を7」1＝th’κ2ごκ，　X3　＝＝i2｝，……・ツ1rフノ，ク2＝ジづ，3諺づ，……

の状態変数に雌き換えnormal　formで表わせば

v1＝鷲κ2

×2驚ぎ3

諺ノ　・　Xj＋1（ブ＝1，2，・・

轟鷺一F〔1，謬1，κLnヂ

yl　：r一）：2

爾・＝＝」・・

汐εごノ乞千1

ジ・・＝8〔ちツ1，ク念，…

・… C　n－1）

．．．．．
?　．rtL＞n）　］1wt）

…　．アη、〕

・一・・・・・・・・・・・・… @一一一・…　一・一・・・…　　（13）

となる。ここで，ノは入力変数を表わし，ノ1を与えてノ，。までの状態変数を規定するに

は次の計算式による。

　　　　　い、）ic　一＋　1＝　ww（一）’t　d）汁（ノ・）・『ω魯・……・…一・…＿……………（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　ただし，添字iは状態変数のmm］berで加呈，2，……，？71をとり，添字のkは時間

区分Atごとの繰り返し回数を表わし，んで0，1，2，……，である。

　この場合，数値計算にあたっての式の運用は，対応する窮について式（14・）をm，　一一　1

回使用し，さらに式（13）の最終段のツ。、を求めて，式（13）の第n式に相当する計算を

式（5）によって行い，そして式（7）の7卜1回使用であり，所望の状態軌道は上記の

逐次計算の結果として与えられる。

瑠．　オイラー法，ルンゲ・クッタ法との比較検討

　数値計算法を評価する際に，問題となる点はいくつか考えられるが，ここでは厳密解と

の絶対誤差と，実際にディジタル・コンピュータにて数値解を求める場合に要する時間を

取りあげる。

　1ステップあたりの計算精度をあげるためには，ステップ幅である時聞の刻み幅dtを

小さくすれば達成されるが，それによるステップ回数の増大は免れず，計算時聞は長く

’1なってしまう。

　工学上の解析問題のようにそれ程高い精度は要求されず，むしろ計算時間の短縮が要求

される場合，適切なステップ幅にて支障のない程度の計算精度が確保でき，また迅速に数

値解の得られる本数値計算法は最適であろう。本計算法がこのような目的に対して非常に
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有益であることを示すためにいくつかの例についてオイラー法とルンゲ・クッタ法との比

較を行ってみた。

　まず，計算時問であるがファン・デル・ポールの方程式必＋4（．xr2－1）諺＋κ畿0（x・　・O・　75，

ab　・0　at　t＝0）について，それぞれの計算法によるプログラム例とそのプログラムのコンパ

イル時聞，計算時間を表1に示す。これによるとコンパイル時又はほs・同じで，計算時間

に関しては本計算法とオイラー法とは同程度であるが，計算糟度はオイラー法よりすぐれ

ている。ルンゲ・クッ触法は1ステップあたりの計算回数が多いので，かなり時間を要し

ていることがわかる。
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　　　（a）　time－respon．se　curve．

　　　（b＞　phase－plaiie　traj’ecto！”y．

　つぎに，二次おくれ系1／（52＋2ひ÷Dのステップ応答についてステップ幅をかえて

厳密解との絶対誤差の比較を行ってみた。グラフはステップ応答の厳密解とそれぞれの計

算法による数値解との絶対誤差を符号を考慮せずに対数をとって表わしたものである。

ディップしている所は厳密解に最も近い点であり，そのディップ点を中心にして前後で絶

対誤差の符号が反転している。厳密解と正確に一致する点では対数計算が無意味となるか

ら，これを除くために絶対誤差の式の中にはじめからle－iSの項を加えてある。したがっ

て，厳密解と一致する点での誤差の評価は10『エsを示づことになる。ステップ幅が此較的

大きい場合はラ数値解がステップ幅癬による離散的な値の集まりであるという性質のた
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め厳密解と一致する点をスキップすることがある。図3（a），（b），（c），（のにより二次

おくれ系の減衰譲数ζの効果が大きい場合はルンゲ・クッタ法に比較して精度がおちてい

るが，減衰係数が小さい場舎にはルンゲ・クッタ法とほぼ向程度の計算精度が得られてい

ることがわわかる。これは，このとき位相面上での軌跡がほぼ円形となり，式（4）にお
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ける仮定が充分満たされるふらである。

　また，オイラー法は厳密解の変曲点付近で，本計算法とルンゲ・クッタ法では厳密解の

傾きが0となる点で精度が商くなっているのがわかる。
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5．　むだ時間を含む非線形R階常微分方程式の数値計算法

　与えられるシステムが，岡有の非線形性を有するほかその中にむだ時間を介在するよう

な場合，系の過渡応答の解析はさらに難かしいものとなる。本節では，以上の説明による

本数値計算法に対するこの問題への適用の仕方を認賦する。すでに，むだ時聞を含む非線

形常微分方程式の近似解法としては7－Canningham氏による一一次おくれ系，そして桑原・

平井の両氏による二次おくれ系の図式的な求解が試みられてはいるが，それらはいずれも

手作業による作図試行の繰り返しであり，このとき時聞区分Atの選定に幾分かの工夫を

要することになる。すなわち，dtを極度に大きくとれば解の値はばなはだしくroughに

なり，逆にAtが小さすぎれば各段階における解は正確さを増すが，数多くの作業段階に

よる誤差の累積により全体として確度が低下してしまう。作図者の個人差にもよるが誤差

の割合も不確定で消費される時間も極めて長くなるために，数多くの初期値に対して過度

応答を求める場合には不向きである。

　本数値計算法の手順はディジタル・コンピュータが作図を行うのと等価であり，与えら

れた劇御座に対してかなり綿密に検討された上で，そのシステムeダイナミックが設定さ

れているならば，解析闘題における過渡解もある限られた誤差の範囲内で求めることが可

能であり，所要の｝滋i的は充分に満たしてくれるものと思われる。

」「．　1　κ（n、一一F（1，κ（の，λ（i－L），諺（の，af　（t　一一　L）……κ（n｝1）（i），　A，Ot－1）α…五）〕＝O

　　の数値計算法

　表題に示された非線形微分方程式の各状態量を，萌こ筋掩＝ゑx3＝必，……，　k”。＝　：tCn－1）の

状態変数に置き換えてnormal　formで表わせば

ゑ＝∵∴1∴詮＿．，，＿＿り〕1’”働

となる。

　逐次計算を実行するとき，任意の時点∠rノぎ’における数値計藁は，状態方程式の最終

に記述される非線形一一階微分程式から順次上の式に向って進める点は第2節に説明した方

法と丸く同じである。ただ，第2節の場合と異なるところは，最終に記述された非線形一一一

階分方程式が時刻したけ，以前のものを含めた状態変数とのかかわり合いをもf，てくる

ため，各状態変間ではそれらの値がすべてstoreされている必要のあることである。した

が一：，て，むだ蒋聞Lを含む系の過波解を求めるために，ここでは状態方程式の最終の式を

用いて，，x’nの算出に必要な位相空間のみに着目すれば，そこでの手順は次のようになる。

　まず，time撤αva1認の値を決定する必要がある。ここで数値計算上，不都合を生じ

ない程度のAtの大きさは，むだ時間しの整数分の1にとられ，かつ0くA9≦0．034であ

ることが望ましい。dtを適当な驚に選定したのち，第1の段階として0≦t≦しにおける

（ecn－1）ゴの値（または，初期関数）が与えられているものとして，ご＝0，　dl，2At，……，（ゐ

一　dt），　しにおける位相面sc，e　ig］軸上の値を／　・L／At佃，それぞれ（xノ～＿ユ）、，（rn　一1）2……，

（Xn　一1）tとして規定しておく。このとき・他の位相面上にも粗当する時点の初期値が規定
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されている必要がある。第2の段階として，任意の時刻1→・dt（ブ＝・1，1＋1，♂＋2，……）

においては

諺・＝一F〔彦，　｛x1（t）｝ゴ，｛κ、（彦一Z，）｝ブ，｛κ2（彦）｝ゴ，｛κ2α一五）｝ゴ，

　　　　　　　　　　　”’’”，　｛Xn（t）｝」，　｛scn（tnv　L）｝j］””””””’”　（16）

となるから，第2節に示す数値計算に適用して，κ。の値を求め，逐次，計算を進めれば，

与式の解が得られることになる。計算例として，むだ時間Lを含む2階の常微分方程式

奴の＋0・％（彦）＋b（t－L）一〇．捷＠一L）3＋x（t）＝O（κ質1，af＝＝0　at　o≦彦≦L）を図5に示す。
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6．　む　す　び

　通常の非線形系における過渡解析に必要な新値計算法を，位相面拡張法の原理から囎発

し，その効果について検：討を加えた。

　本数値計算法は非線形のn階常微分方程式のみならず，線形の微分方程式の解法にも利

用可能であるから，実際の計算時閥や精度の面での検討にあたっては，簡単な線形の2階

常微分方程式を用いた。その結果，比較的良い精度を保ちながら計算時聞をかなり短縮で

きることがわかった。たs’　7この計算過程でみるかぎり，その減衰係数が大きくなるに従

い，過度解の精度がおちてくる等，団出した計算精度は得られていない。これは，数値計

算の基本となる二つの代数方程式に適切な補正項を加える等の修正を行うことによって，

近々解決されてくると思われる。

　一般に，システムの定量的あるいは定性的な数式表現を行おうとするとき，そのシステ

ム・モデルの正確さを厳密に保とうとすればするほど，非線形性の存在を無視することは

できなくなる。これら，非線形システムの解析問題において，本数値計算法の適用は，プ

ログラミングそして演算速度の上昇をはかる意味で有益と思われる。

　本論文では，非線形n階常微分方程式の求解例は記載しなかったが，・この事例において

も，ある限られた誤差の範囲内で満足しうる解が求められることが認められている。

　本研究にあたって，ご指導をいただいた本学精密工学科教授・山田正治先生，そして電

子計算機の使用にご協力をいただいた谷川邦夫技官に深甚の謝意を表します。
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