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On　Study　of　Stavilized　Numerical　SolutieR　Method　for　the　Digital　Sim“lation

　　　　　　　　SADAo　AzuMA，　SATosHI　UcHIKosHI　and　YosHlo　OsAMoTo

　　，4加オノ∂ct－In£he　previous　papα，　the　s臓ble　and　tough　integra蓋method　was　developed　by　one　of　Authers

for　dig三tal　slm疑1ation　when　the　system　dynamics　are　subjec亡to　an　ab臓pt　change　with宅lme　or由e　system　is

　　　　　　　　　　　　　　　　つco正nplex，　osc鑑atory　o鷺e．　As　this　res登1t，　i之was　u鍛de蹴ood　th翫t　the燕umerical　formula　becomes　one　of£he

implici宅methods　which　is　A－stable　with　small　discretlz我ti◎n　error．

　　夏nthis　paper，　a織ew　numerical　calculation　method　is　main王y　descr三bed　of　s◎1vi額g　the　li覧ear　sys宅e澱state

space　equatめll　as・aR三ni宅三al　problem　in　digita1　simulation，　and　erfor　analysis・

1．まえがき

　連立n階常微分方程式の有力な数値解法の一つとして

差分を基礎とする一群の解法の中へ，筆者の一人は「対

角化モード特性」の概念を導入し，一与えられた制御系の

dJyna　m　i　CSの調査に有用かつtaaghな運用がはかれる数

値謝算公式を，A一安定，そして離散化誤差の小さい陰
灘舩式とし僕施することができるを乱超12＞

　前報では，主として非線形系解析のための数値計算法

を，dig　it　al　simrdaton向きに開発することに努めたが

本四においては，さらに与えられる制御系が線形な状態

方程式として記述される場合の数値解法について論議を

すすめることにする。

2．状態方程式の差分化と安定化近似計算法

　2　一1、制御系の基本方程式

　実空間（x，ec，のの領域Dで実数値非線形関数fを考

える。

　　M＝一f（x，es，t），fecn（D），tio　（1）

　ここに右辺は，f，（SC，　es，の，　i　p・1，2，……，　nを列

にもつベクトル関数であり，xはnベクトル（状態ベク

トル），esはmベクトル（制御ベクトル）であるものと

する。現時点報における（n＋m－H）次元空間の状況

点を通る超曲面fi（XN，es、N，tN）の静的関係を

・ll一
k糺森・∂ド〔詮胤（2）

　　　　　　　　　t””tN　tsiN
　　i一一　1，　2“’’’”，　n　．　i＝　1，　2，’”…，　n，　r＝＝　1，　2，・・一・・一，　m

　　　　　　　　　’
とすれば，（1＞式は次のような状態ベクトルX（t）に関する

線形一次状態方程式

　　禽（の＝・xEgx（t）十Bes（t）

　　　x（t）　＝一n　vector

　　　ee（t）　＝＝m　vector

　　　Aatn　xn　cozastant　matrtx

　　　B＝＝n×”z　constant　matrix
として表現することができる。いま，

（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（　tN，X　N，　ec　N　）E

　D，（∫R÷1　・’XN　＋1・駕N紐）∈D，〈i≧0とし・tN　＋1

－tN－Atの微少積分区間でeSN　＝＝eSN＋1であると仮定

するならば，（3）式の濡般解は

　　xN＋i　＝：eXP　（A　A　t）xN　＋　｛e　tp　（AAt＞一1｝

　　　　　　　・A一’・B－scN　（4）
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として与えられる。ところで，digitat　comPuter利用

により制御系の動的挙動の遂次計算を試みる場合には，

微少時間区分Atごとに算定可能な離散化状態方程式と

することが望ましい。

　徴少時間区分，すなわち，サンプリング周期をTとす

るならば，系は一与えられた線形集中定数連続系の状惹ベ

クルト，sc（t）と等価な状態量として算出可能な離散時間系

とすることができる。ここでサンプリング番号を駕々　＋1

とし，その時点における状態ベクトルをそれぞれsc（kT）

A一　sc（tk），ss（（fe　“1）T）　k　sc（tk＋y），　ee（kT）　4　ee　（lk）

のように書き表わすことにし，かつ，nX　nマトリクスG、

の，轟のを

　　G（Z”）A　exp　（AT）

　　凝（T）　4　｛愛書（7’）　一ぜ　　｝　。．～盒一i　　　　　　　　　　　　　　（5）

のように定義すれば，最終的に（4）式を次のように書き表

わすことができる。

　　SC（（鯛）T）醒σ）・κ働＋避の駅々T）⑥

　　訂（カ∫）一露麗σ々）

　　k一　！．2，一一一・一，　N
　　　　　’
　⑥式の係数マトリクス6（T），盈（T）を，以下においては

それぞれ離散化解マトリクス（discretiga　ted　so／eslion

motri　X）離散化積分マトリクス（爾076漉認64露69γσ

編。ηmotrix）と呼ぶことにする。

　2－2．　君（T），還（T）の近似計算式

　離散化解マトリクスG　（7）や離散化積分マトリクス頚7）

が，解析的に容易に求め得る単純な場合は別として，通

常，この二つのマトリクスの値を漉g露α／60吻麗07に

よって決定しようとする場合は，最も基本的な近似計算

法としては，

　　　　　　　　　　レ
醐義鴇；）

　　N（T）一隅亙・醐レε　　　（8）

　ここで

　　ε一2・A一’．t。nh（A）　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　2
　　　バ騨強7「

である。微少時間区分即が充分に小さい値であると仮定

すれば9を単位マトリクス1と等価にみなすことができ
　　　　　　　　
このときの値H倒を用いた計算式

　　sc（（々＋1）T）一・　G（7）・駕⑭η＋還σ）・む（kT＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　嵩κ（ん7「）＋還（IT）e　sc（k7）　　　⑯

は台形公式のそれと合致する。そのような意味から，3

を補正係数マトリクスとする離散化積分マトリクス紐）

は，εが適切に与えられる限り数値計算の全域において

A一安定かつ離散化誤差が最も小さな蔭解法の公式であ

り得ることができる。また，駁一2・εつとおけばff（η

をff　a「）一2・At・（“〈　一A）一1　　　αD

と表現することができ，同様にしてG（．T）を

　　拶の一（κ＋ハ）・（κ一乃）畷　　　　　　⑫

のように表現することができる。このとき紋の厳密な値

はS〈　・＝A　coth（パ／2）であるが，前述の利点を設えた近

似公式として算定可能な飾とするならば

　　　　　　　　
　　　　　ず÷Σ　靴
　　　　　　　e＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑬　　κレ篇
　　　　　　レ　　　　　
　　　　　　Σ　璽「ζ
　　　　　　（・・1

　　　　レ．／
ptv，c”＝　一 P71tJ］！　’

（2レーζ）／

軌　　＝

（レーご）／ζ／

1＋（一1）ご

　　

璽「ご　弍

　2
i＋　（一1　）C＋i

μレ。・Aζ

　’

瑠の・
E（一1）ン1矧丁（7）

で与えられる無限級数を，項数（レ＋1）までの打ち切り

計算によって求める方法を採用しているが，その数値計

算には極めて膨大な計算量を必要とするなどの欠点が介

在してくる。ここでは上記の欠点を極限した近似計算式

が，結果的には遂次計算の始めから終りまでの全域を通

じて安定な解の算定が可能となるよう考慮して，次のよ

うな手法を導入する。

　いま，（5）式の第：二式を形式的に次のように変形してみ

る。

　　　　2

レニ1，2，…………

μ。，ζ・パ｝1

となる。ただし，レは近似の度合いを表わし，vが1の

場合を1次近似公式，2の場合を2次近似公式のように

呼ぶことにする。

3　安定性と計算誤差

　3－1．真の解への収束性

状態方程式の真の解を纏（T）近似解をsc（T）サンプリ

ング周期をTとするとき，

　thm　sc（IT）一〔哲彫61（T）〕X（〇＋）÷紗碗麗）辺（O＋）

　　T一一＞O　T一＞O　T一），O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　aig
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の関係で，ω，⑫式のいかなる近似公式であっても

を満足し，真の値と一致することになるから，本近似解

法は収束的であるといえる。さらに計算にともなう安定

性の保障については，線形の蔭公式であるためA一安定

（絶対安定）である。証明は3－3節を参照。

　3－2．数値計算における離散化誤差と累積誤差

　前項の説明から，近似的に求められた離散化解マトリ

クスθのならびに離散化積分マトリクスff（T）の適用によ

る数値調革の公式⑥は，絶対安定となることが解ってい

るが，計算：精度に関する検討を加える意味で，ここでは

⑥式使用による過渡解算定にともなう離散化誤差と累積

誤差について調べる。

　（1）離散化誤差　離散化解マトリクスGの，ならびに

　　離散化積分マトリクス舐τ）の計算式がレ次の近似公

　　式であるときs’離散化誤差のorderは，　T　2　V　＋1であ

　　り，遂次計算によって求められる状態量の打ち切り

　　誤差の項は，おおよそ0（（Z97「）2レ＋1）である。

　（2）累積誤差　いま，離散化過マトリクスの厳密解を

　　儀a），近似解をG（IT）とし，さらに離散化積分マ1・リ

　　クスの厳密解を興（T），近似解を誕）とおくことにす

　　れば，誤差行列を次式のように定義することができ

　　る。

　　Eg・一｛Gx一（T）一Gの｝・織の一三

　　Eh一｛興の一H（T）｝・興の｝粟　　　　⑯

　ここで，系の入力を単位関数状の入力〃とし，状態変

数の初期をSC（0＋）とした場合，厳密解κ辮（kT），ならび

に近似ge　x（kT）の値はそれぞれk　一　steP目において

　　　　　　　　　　　　　々一三　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（k一一i）一i
　　x・・（fe　T）＝磁の．κ（o・）翼。織σ）

　　　　　　　・典σ）・u

　　　　　　　　　　　　ん一三　　　　　　　　　　　　　　　　　（々一1）一客
　　x（々T）＝・　Gの・x（o＋）＋．．ΣG（T）

　　　　　　　　　　　　3』0

　　　　　　　・H（T）・v　　　　　　　　　　　⑰

に到達する。検討を容易にする目的で状態ベクトルの初

期値をX（0＋）＝〔0〕とするとき，その誤差率を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　・（kT）一｛Xx．（々T）一κ（々T）｝・撫（々T）　　⑱

のようにとれば，その値は
　　・（kT）一（；x（kT）・｛G．×一（kT）一・｝二三瞳一Eg）々｝u

　　　　　＝＝｛」一（1一鳳）k｝・v

　　　　　一｛ζ、e．（々T）一ζσ）k｝・｛ll．）e（kT）一・mパ⑲

　　　ここで　ll　a）識G（T）・　efである。

のようにして求められる。

3－3数値解析の実施例ならびに誤差解析

（1）安定性の保障　n階の線形状態方程式

　κω算一謝ω

において，その厳密解は，

　sc　（t　）一一r　・sc　（o＋）

　　　卜協㎎（λ1タ　λ2，　・…　一，えn）

　　　Ri　”：exP　（一1　），　i　＝一　1，　2“t・・’…・，　n

として求められるが，

eo

　　　　　　　　　　　　そのうち任意の状態量の初期

　　値がXi（O　一y）二2．0である場合の例を，サンプリング

　　周lma　T　・一3として，本法ならびにErder　methed，

　　尺観96一，＆（tta－Gi〃？nethed　による遂次計算で示

　　せば第1図のようになる。

　図の結果が示すように，本法によればサンプリング周

期のいかんにかかわらず絶対安定であり，安定性の保障

が約束される。

　（2）離散化解マトリクスと離散化積分マトリクス

　　いま，振動性システムにおける状態方程式の係数マ

　　トリクス践が，次のような対称マトリクス

　　　　　．一（P．　g）　en

　　として一与えられているものとすれば，これに相当す

　　る離散化解マトリクスと離散化積分マトリクスとの

　　値は，それぞれ以下のようにうることができる。
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　　　　method　with　Runge－Kutta－Gill　inethod
　　　　and　the　exact　solution．　Curve　is　plotted
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a）近似解析解（2次近似公式による場合）

　　　囲3β1〕

　　　　1
麗）・・一
　　　　w

ただし

（一Bo一．）　（p’一a）］

144－60（wT）2÷（wT）4

2nj

a　＝ 144十12（ω7「）2十（ω（τ’）4

　　　　12（taT）｛12一（caT）2｝

β；144＋12（taT）・＋（の・

b）厳密解析解

曜）一〔cos　teT　sin　caT－sin　ca7’　cos　tuT〕

器じ懸匪）（1－cos　toT3蜘ω7「）〕㊧

Table　1

典（T）＝：

　求められたGの，61※（7），烈7り。罵←のの各要素のうち

基本的なかたちのαに対するcos（∬’ならびにβに対す

るsi　n　toTとの比較を右の表に示す。

㈲誤差解析の実施例　いま，振動性の系の動的挙

　　動を算定する離散化状態方程式が，次式

〔lll綴IH∴I／l：ll舞〕

　　　　　　　　　　＋t［i　r］　en

　　　ただし，α，βは前項で与えられた実係数値

〔蝋：雛IH瓢濃窯ll留〕

　　　　　　　　　　“i〔1詔藩〕　囎

　　のように与えられているとき，

　　　ω冨1

　　　initi　nt　condition
　　　　　　　　　　　　　’

　　　じ1溜｝じ：1翫；〕一〔1〕⑳

　　として遂次計算を実施する場合，厳密解に対する近

　　似解が任意のサンプリング周期丁に対応し，one

　　st　ePあたりの誤差が介在してくる様子を実測して

　　みた。

　⑱式の厳密解は，通常，位相平面上で動径1をもった

円周軌道上に存在することになる。いま，時刻lk　一kT

における状況点がP｛κ1（kT），　X2（le　T）｝であるものと
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し，サンプリング周期7「を経過した時点で，厳密解なら

びに近似的に求められた状況点がQ｛κ1碁㊥＋1）T），

　　　　　　　　　x・K一（1（re　＋1）T）｝，Q｛・Xi（（k　一FDT）・x・（（娩）T）｝に移

行したものとして，時刻丁を経過後の誤差を

　　ε1（（k　一Fl）T）一κ瑛（（々＋1）T）一κ1（（々率1）T）

　　％（（fe　一g－1）T）一芳2瞥（（k　＋1）ア）一・x2（（k＋1）T）

　のように求めることにした。また，動径OPに関して

は，時刻丁経過後の大きさOQが一定値の1をとるから

近似計算によって求められる動径OQ切伸縮を

s3　（（k　＋1）T）　＝＝　v／｛xi　（（k　÷1）T）］2－F　｛x，（〈k　＋DT）｝2

　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　鋤

　のように求めてみた。その結果，累積誤差は第3図の

ようになり，対象とする系が振動系であるため実際に求

められる状態量の厳密値と近似値との差，すなわち誤差

には周期的な正負の領域が現われてくることになる。



東，打越，長本：ディジタル・シミュレーションのための安定化数値解法 153

／

X2

o

P｛xtiCk’r），xs2（kT）｝

　　Q’｛xiC（k＋1）T），x2（（k＋1）T）｝

　　　　　　　ノ　　　　　　　！　　　Q｛x食玉（Ck＋1）T），x☆2（（k＋1）T）｝

　　　　　　／　　　＼
　　　　　ノ　　　　　　　　　　　も

．痴一・＼
　／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　愚

／
／

t．1’ザOP’

　elcl

tc）：

毒Pご

hド

lv4

　0

，
ノ
ー
ノ

Fig．2　Phase－plane　trajectory．

Xl

！
／
　
15

㎞
ひ

！

S
U
円

ノ
　
ノ

，
’

’

f

S
U
n

、

、

塾
l
lき
　
聾

蜜
9

！

ノ

，
　

’

S
U
n

　
騰
’
，
’

，
’
　
’

夢
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
妬

b“ 9e 180 240　500　360
　　一一ゆωT【degre司
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　離散化誤差については，ωrの大きさを02618〔rad〕

・15〔deg）に限定して，サンプリング周me　Tを種々に変

化させてその実体を調査することにし，本法の誤差に併

せて1晦θ一働吻meth　odの誤差についても実状を確

かめてみた。

　第4図に示されているように，本法においてはサンプ

リング周期Tの値を減少させるに従い，離散化誤差の有

り方はTの5乗に比例して，またRunge　一ISgtta　me　thod

においてはTの2乗に比例して減少していることがわか

る。また本法によれば，動径の伸縮誤差ε3は10一真6程度

となり，ほとんどcomPuterによる打切誤差のみと考え

ることができる。

　サンプリング周期Tをパラメータとし，同一時間内で

の三次計算結果を比較するならば，Tを小さくした場合

には細分しただけ反復計算が増大することになるが，累

積差については，本法によるときTの4乗，R㎎召一

翫オ一物伽4においてはTの1乗に比例して改善され

ることが予想される。
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4あとがき

　制御系の過渡解析に有効なdigiitZl　s　i　mz（lalionは，

低次であっても安定かつtazaghな積分公式によることが

望ましく，とくに複雑な系，関数変化の極めて激しい場

合であっても，終始安定な数値計算が実施できることが

必要である。本邸においては，一与えられる系のdvemics

が線形状態方程式として記述される場合，微少時間区分

すなわちサンプリング周期丁の値の選定にともなう誤差

の解析を主として行った結果，digita／simalalion用

として従来からあった積分公式に比較して，より望まし

い公式として使用しうるものであることを確かめること

ができた。
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