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　　　Abstrac重：一　In［5コwe　investigated　the　Dye　correspondence　as　the　dual

of　the　GalQis　correspondence　to　make　clear　the　structure　of　Fundamental　Thee－

rem　of　Galoi　Theory　for　von　NeRmann　algebras．　Making　use　of　that　corre－

sp・ndence，　we　attempt　ki癒e　present　paper£・give伽explic三t　f・rm・f　inter－

mediate　subalgebras　ef　a　cross　preduct　von　NeumanR　algebra．　lt　becomes

poss漏e　by　introducing　Dye’s　notion　of　determining　funct三〇ns．

　　　Let，．∫ゾbe　a　finite　von　Neurnann　algebra　andθbe　a　countable　d三screte

greup　of　automorphisms　acting　freely　oR　．”of．　，　A　determining　function　on　G　is

amapPing　9一今E，・f　G五鷺t・the　set・f　all　cemat・al　P・・ject圭・ns・f」ゾsatisfy三ng

EgEaib　：＝’4　Ecyg（Eib）　for　all　g，　h　in　G　aRd　E］i＝L　Then　our　main　results　are　as

follows．　The　lattice　ef　all　intermediate　subalgebra　of　G　（2i）vgY’　and　that　of　all

determlnin9食mcti・ns・n　O　are　is・m・rphic．　If　a　determiniUg　functi…五b　is

associated　to　an　intermediate　subalgebra　，tt？’　by　this　lsomorphism，　then　，＋aZ） has

the　f・11・晦g　explicit・f（）rm，9こ・｛Σ，∈G9⑭Eグ・Ag∈0⑧．．，Sf｝．

　　ま　え　が　き

　　芳賀一武田匿1はフォン・ノイマン環におけるガロア理論のいわゆる基本定理について

その構造を明らかにした。それはクロス積を用いていえば，既にDye［4］によって可換

な場合には示されていた対応を非可換な場合に拡張したものとかロア対応とが・本質的に

同じ性格のものであることを示すことによって解明された。即ち，ガロア対応はDyeの

対応と双対の関．係にあることが示された。ところで，そのDyeの対応において示された

中間部分環と充満痔｝扮群との対応は，ガロア理論の立場からだけではなく，フォン・ノイ

マン環の研究の一般的な立場から，特に型の問題の研究に対して有力な役割を果たすこと

＊　茨」；成大培坐工業矢臣其月プ（学吝β数醤会矛斗　　　　　　　　　　　　　　　、
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が期待される。ここではクロス積の部分環を，Dyeの対応を利用することによって明確な

形に表わすことを試みる。それはDye［4〕による決定関数の概念を導入することによっ

て部分環への期待写像（expectation）を明1羅iに表示することができることから明快に解決

される。

　以下，中間部分環，充満部分群，決定関数の問の関連を調べることが主題になる。第1

節では〔5］の結果をふり返ることによって，次節以降の準備をすると共に，中間部分環と

充満部分群との対応を述べる。第2節では決定関数を導入して，Dye［4］の結果が非可

換な場合へ拡張されることを示し，充満部分群と決定関数との対応を与える。第3節では

決定関数を用いて，中間部分割とその上への期待写像とを明確に表示する。最後の第4節

では充満部分群が正規である場合について考察する。

　以後，．Qfはフォン・ノイマン環とし，恒等元は1で表わす。特に2節以降では．・．（ゾは

有限型に限る。」ゾ上の＊一自己同型を単に自己同型ということにする。Gは．（ゾ上の

自己同型の群としラ単位元は1で表わす。特に断らない限りGは可算群であるとし，ま

た2節以降では」ゾ上に自由に作用するものとする。」／の晒さは望で表わし，，協，

し脇はそれぞれ＿9ノの射影全体，ユニタリ全体の集合とする。診％，窄。等も同様であ

る。またヒルベルト空間の作用素の集合Sに対してJSf　［S］はSで生成されるフォン・

ノイマン環を表わすものとする。なお，ヒルベルト空間はすべて再分であるとする。

　1．〔5コから必要な部分を抜き出してまとめる。

　定義　1．　1．（Kallman［6⊃　，∫ゾの自己同型αが．γ上で自由に作用するとは，

の元Aが任意の」36，9・fに対して

（1．　1） A　B＝　＝a（B）　A

’t／

を満たすならば，A＝0であることをいう。群Gが£／⊥で自由に作議するとは，単位

元1以外のGの元がすべて．γ上で自由に作用することとする。

　定義　1．2．（「5；Def．2⊃　Pをし（ゾの中心射影とするとき，，γ上の自己｝司型αが

P上で局所内部であるとは，．⊂ゾの適当な部分ユニタリ　V．，P：F。，P7㌔P＝F㌔P砿P＝P

によって

　　　　　　　　α（PB）竃配，，。β7＊。，　P （BE　，．V）

と表わされることをいう。

　補題　1。3．（［5；Lemma　2⊃，》一／二の自己同型αが，．》の元Aに対して（L1）

を満たすならば，αはAの中心台（central　support）上で局所内音Bな自己同型である。

　容易に分かるように，その上でαが局所内部であるよ一〉な唯一つの極大中心射影・F．が

存在する。そして

　系　1、4．⊂5；Cor．ぬLemma幻，［3；P．墨25⊃αが＆／上で自由に作用するための

心要十分条件は瓦＝0なることである。
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　次にF（α，β）＝．P。一1βとおいて

　定義　S5・（〔5；De£3ユ〔3；De£3・1⊃　Gを．9Y”’上の自己同型の（可算とは限ら

ない）群とするとき，

　　　　　　　　　　　　suPaEGF（cu，　g）：＝一Tl

であるような」ゾ上の自己同型全体を［σ］で表わしGで定まる充満群という。また，

G・　・［G］なる群は充満群であるという。

　渦〆上の2つの自己同型αとβが，5ゾの或るユニタリ元7によってa（A）＝一β

（　ろA　V＊）の関係にあるとき，α～βと書くことにする。即ち，αとβが内部自己同型を

無視すれば一致することを示す記号である。

　補題1．6．⊂5；：Lemma　3コ，［3；Lemma　3．1］）　Gを，y上の自己同型の群とすれば

　（i）こG］も溌／上の自己同型の群である。

　（ii）　［［G］］一［G］．

　（iii）　［σ］は次のように表わされるe．．．9Y”’上の自己準圃型αの全体と…致する。

即ち，

（i・　2）　cvNS“S　lnPngn・

ただし，9，bはGの元，｛P。｝と｛g，r；一1（Pn）｝はそれぞれ互いに直交する中心射影の族で，

和は共に1であるとする。

　（三V）∴／が有限型で，Gの元は．∫／の跡（trace）を不変にするとすれば，〔Gコの元

も同様である。

Gが可算のとき（i．2）はα～Σ轟9と書いてよいが，このときcv“1～V“99’1（P，）9d’1で

ある。ただし，ユニタリはαに対するものを7とするとき，乙』Σσ8（V＊）P，Jをとる。

実際，Uがユニタリであることは簡単に分かるし，α‘ビ1に対応するものを計算すると

　　Σ，P，9（レγ｛Σ、ん『1（Pのん　1（乙t・AU＊）｝v＊）”Σ，9（v｛EII・・9｝’（Pa）h－1（P1、）h　1（UA　U＊）｝v＊）

　　　　　慧Σ，ε（Vg－i（Pσ乙ノ∠蓋こ1＊）v＊）＝E］gg（Vg－1｛Pg（Σ諺（v＊）P，，）A（Σ、lc（v＊）P，，）｝7＊）

　　　　　＝X，g（IZg－i｛P，g（17＊）A．a（1／）｝V＊・）＝＝：IE］1，P，g（VV“）Ag（V17＊）＝A．

‘ビ1αに対応するものも同様である。また，β～Σσ飾9とすると，αβ～Σσ，湾8（（Zh∂．ahで

ある。実際，

　　　　　　αβ（A）＝・ElgPag（v｛Σ・t（～，んんσヅ！歪理＊）〉レP＊）

　　　　　　　　　こΣσ，，、Pσ8（（2．」t）gh（hww’（v）舞彊グ＊h－i（　V＊））

でラh－i（F）げはユニタリであり，Pa9（（払）は補題L6における条件を満たす中心射影で

ある。

　補題1．7．αを∫／上の自己同型，Gは論／上の自己同型の任意の群とする。このと

き次のようなβξ｛σllと唯一つの極大中心射影E（［G］，α）が存在する。

　O．　3）　E（［IG］，　cr）ext－E（f．一GII，　cr）B．

そして，
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（1．　〈lr） E（［G］，　a’）＝：sup，c［G］a（F（cr，　？’））＝＝cr（F（a’，　P））．

証明．［5；Lemma　7］を僅：かに修正したものに過ぎず，容易に分かる。

　次に，クnス積と期待写像について簡単に説明する。，∫ゾは可分なヒルベルト空間H

に作用するとする。まず，σ⑭Hは形式和Σ。∈σα⑭ξ。（Sa　EEii　ff）で1｛Σ姻ξ、　ll　axx＝

　　　　　　　ま
（Σliξ認2H）”’2’＜・。なるもの全体からなる可分なヒルベルト比湿とする。もちろん，演

算は各点毎に，内積は〈Σ亟）ξ。，Σα⑧η、〉駕Σ〈ξ。，η。〉で定義する。このG⑧H上

で，作用素8⑧濯（gEff　G，　A　Ei　M）を

　　　　　　　　（9（Σi）ノ4）（a∈ζ）ξ）＝＝ag｝1⑭a（A）ξ

で定義すると，作用素の積と対合は

　　　　　　　　（gOPA）（ん⑭B）・＝　gh⑭h－1（A）B，

　　　　　　　　（gopA）＊・・9”一1⑧9（A＊）

で定義できる。クロス積0⑭　．sy’とは，ヒルベルト空間G⑧翼　上でく9⑭劇9∈0，

A∈」ゾ｝によって生成されるフォン・ノイマン環をいう。このとき，1⑧」ゾはG⑧，Cゾ

の部分環で．yと代数同型であるから，以後」ゾと1⑭」ゾは同一視する。また，　g⑧1

はσ⑭H上のユニタリ元で．∫ゾ上に自己同型9を誘導する。なお，σ⑧5ゾは5ゾの表

現に無関係に定まることはZeller－Meier［9］によって示されている。．．£ゾ上の忠実かつ

正規なステートPはσ⑭．∫ゾ上に忠実かつ正規に拡張できるが，かノルムをIlT恥＝

　　　　　ユ（P（T＊T））L’i”によって定義するとき，σ⑭」ゾの任意の乱丁はかノルムについて

　　　　　　　　T＝・Σ9∈G9（9）Tg　　　　　　（Tg　ESE　L一．v、〆）

と展開できる。

　Mからそのフォン・ノイマン部分環．身への期待写像とは，．．γから房ブへの正値

＊一線形な写像Φで，Φ（わ驚∫かつ

　（L5）　　　　　　　Φ（AB）＝Φ（A）B　　　　　　　（A　e　5ゾ，　BEII房））

なるものをいう。，te’はΦ　で動かない作用素全体と一致する。特に5ゾが有限型のと

き，その忠実かつ正規な跡をτとすると，戯〆から任意のフォン・ノイマン部分環彦プ

上への患実かつ正規な期待写像で

　　　　　　　　τ（Φ（A）B）・こτ（AB）　　　　　　（B69）

なるものが唯一つ存在することは周知である。

　σ⑭．∫ゾのフォン・ノイマン部分環で，∫ゾを含むものを中問部分環とよぶことにする。

σ⑭．γの中間部分環と［G］の充満部分群との対応について［5］の結果をまとめておく。

　　　　　　　　Azcγ）蕊｛ひ∈（o⑧．γ）昭σ，γ一σ＊＝一γ｝

とすると，N（．一．．V）の元は」ゾの自己同型を誘導する。σで誘導される自己同型を町

で表わすことにすると，長田〔2］の定理は」ゾが非可換な場合へ次のように拡張される。
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それを用いて，．Dyeの対応の非可換な拡張が得られる。

　定理1．8・（［5；Theorem　1］）　Gが」ゾ上で自由に作用すれば，充満群［Gコの元αは

σ⑭」ゾの内部自己同型に拡大できるr逆にN（y　）．の元Uで誘導される」ゾ上の自

己同型は充満群⊂G］に属する。

　定理1．9．（E5；Theorem　2］，　c£［4；Pr◎positioll　6．1〕）論ノは有限型で，　Gは」ゾ

上で自由に作用するとする。このとき，［Gコの充満部分群K全体の束と，θ⑭」ゾの中

間部分環2全体の作る束とは同型である。その同型は，Kに中間部分環

　（1．・6）　　　2（K）＝房［σ沙び∈K］

を，6〃には充満部分群

　（1．7）　．1〈（．f／r？）＝＝｛s，er　l　U（EEN（．ndsyff）AeZ．i’”’｝

を対応させることによって得られる。

次の補題は上の定理の証明に用いられたものであるが，後で必要になるので上げてお

く。

　補題1．　IO．9遊G（g）　ucy”の中間部分環，Φを9上への期待写像とするとき，任

意のθ∈…N（．Pf）に対してΦ　（U）は部分等距離作用素で，その原射影はE（K，9u＊）

ff　2ブ，終射影はE（K，　gのEEIi陽〆である。

　証明．Φ（σ）が部分等距離作用素であることは［5；：Lemma　5〕である。また，［5；

Lemma　8コにより適当なユニタリ元WEEI　N（」ゾ）∩av－tによってΦ（σ）＝・E（K，　Pσ）確

と書けるから，Φ（σ）の終射影は

　　　　　　　　op　（U）〈｛〉　（U）＊＝：．El（K”，　（，r，　u）　M／va＊E（K，　g　u）：＝：E（K，　g　u）

となる。そして原射影は

　　　　　　Φ（u）＊Φ（u）ごΦ（u＊）Φ（σ＊）＊＝：E（K，卿・1・）．

補題1．11・（［5；Lemma　4］．［1；Cor・to　Lem　ma　2・1］）Gが」ゾ上で自由に作用する

ならば，

　　　　　　　　（Gop　．）y’）∩σ⑭L．c／e）』1⑭，をゲ

　この補題の証明は簡単な計算によって得られるが，同様の計算で，Gが5ゾ上で自由

に作用しているときは

　　　　　　　　（G（Ei），．〈Y’）n（GX，．　V）’＝：100．　．Si！ffG

が得られる。ただし・蕩／σはGのすべての自己同型によって不変な7Q元の集合とす

る。これはσ⑭浅／の中心が♀’σであることを示し，従ってもしGがff上でエルゴ
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　一ド的であれば，σ⑭」ゾは因子である。特に，論〆が因子であれば，5ゾの外部自己

　同型群Gとのクロス積は常に因子である。⊂7；Theorem　1］）・

2．此の節ではDyeによる決定関数の概念を導入し，［4］の結果の中で我々の必要と

するものが，」ゾが非可換な場合にも成立することを確かめる。

　定義2．箋。Gをフォン・ノイマン環」ゾ上の自己同型の（可算とは限らない）任意の

群とする。G上の決定関数とは，　Gから二γρ上への写像g→瑞で

　（2．1）　　　賜E，1芦E，9（E・）　（9，heの　かつEl　＝1

なるものをいう。

　例えば，Pを定まった一つの中心射影とすると

　（2．2）　E，＝Pg（1’）　（g“y　i），　Ei＝T－1

は決定関数である。また

　（2．3）　E，＝F（g，　i）

も決定関数である。実際，

　　　　　　　　g（F（h，　1））＝：F（hg－i，　gnvi）＝一TF（ghgmi，　1）

とF（．ff，　1）上では9が内部自己同型であることに注意すると

　　　　　　　　F（9，ん）9（F（9，1））＝！7（9，1）F（9／t9－1，1）・こF（9・1）P’（gh，1）

これとF（1，1）＝1によってF（g，1）は決定関数である。

　決定関数の基本的な性質として，

　（2．4）　g（E，“D＝一rE，，　（gEC）

実際，（2．　1）でhr＝　gri　1とおけは賜＝賜∬1二Eg9（一Ea－2），よって賜≦9（賜．1）．対称性！こ

よってEg＿i≦gm　i（Ea）即ちg（賜＿1）≦動となるからである。

　或る群Gの部分群H上で定義されている決定関数は，種々の方法で群G全依に拡大

できる。例えば，賜がCの部分詳∬上で定義されているとき，」％＝島（9EI　ff），　Dg　＝O

（9’　ff　G一　H）は明らかにEgの拡大である。また，　Gが戊ノ上で自隙こ作用するときは，

G上の決定関数鶏は次のように充満群［の上へ自然1こ拡大できる。即ち，α∈｛σコは

（L2）によって

　　　　　　　　　　　　ew”s’＝，aEG．　（．Z（C￥，　off）tsO’

と表わせるが，Gが自由に作用するときは，この表わし方は一意的で蔓（α，9）・＝gF（α，

9）である。このとき，

　　　　　　　　　　　　E”．＝＝］E］aEa．（．t．（CV，　g）Eg

が［Gコ上の決定関数であることを示そう。先ず，

　　　　　2（gun，／z）＝・んσ（勘3，　h））驚ゐ（F（β，9ゐ））

　　　　　　　　　＝　g（gwwihF（gS，　gwwih））＝＝　g（O．u（，／3，　g一’h））

である。しかるとき，（之（C￥，　bff）（9∈G）の直交性により，

　　　　　Ectcr（EB）’muww”（Z’aO．．v（cr・　bff）Eg）XfO．v（es・　f）f（＝kQ（B・　h）E’h．）
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　　　　　　　　こ（Σ，（≧（α，9）Ea）9（Σ、（≧（β，　h）E、）

（2．　1）を用いψを改めてhとすれば，

　　　　　　　　　＝XaQ（a’，　g）Eg（＝h　Ov（P，　gt　ih・）Eh，）

ここで上述の式を用いると，

　　　　　　　　＝＝（XgOv（av，　g）Eg）（＝it　Ov（gpO，　lt）Eh）

　　　　　　　　＝（Σσ（～．（cr，9）Ea）（Σ91、（αβ，のEの驚E、E。β・

E1＝　：1は明らかである。

　さてラ決定関数と充満部分群との対応を考えよう。

　補題2．2．⊂4；P，554⊃G上の決定関数Egに対して，

（2．5）　K＝K（Eg）＝＝｛ev　ff［G］ler　N＝gPgg・Pg：E；Eg｝

と定義すれば，KはIG］の充満部分群である。ただし，｛Pσ｝は補題L6における条件

を満たすものとする。

　証明．（i）k「が部分群であること。α～ΣPρ9とすると。ビ1～］E19”i（Pg）9ff』Σ9（Pρの9

であって，（2。4）により9（Pσ一、）≦9（Eσの隠Egだからα一1∈1監また，β～Σσ飾9とす

ると，αβ～Σ9，轟（（！i、）帥隠Σσ〔Σ1、Pgゼ・gh”1（（≧の］9であって，（2．　DによりΣ為。一、

9が（o＿のこΣ1沼，ゼ・glz一エ（（～，h）Egh，一i　glz　ww　i（E～、）＝Σh，Pgh一一．　igh－i（（Zi，）E，1、一嘱≦Egだからαβ

Eli　K．

　（ii）　Kが充満群であること。α∈［幻は次のように表わせる。即ち，

α～Σ。R。α。．ただし，α，、～Σσ（し，，9，（し，9≦E，．．従ってα～Σ，画、（Σσ（ム，gg）＝Σg（Σ。瓦t，

Qn，a）9であってΣ轟態，a≦Σ，轟瑞無Egだから，　a’∈K．

　この補題のK（Ea）を鳥で定まるこθ］の充満部分的という。逆に，

　補題2．3．（4；P．554⊃Kを［（刃の充満部分群とすると，（1．3）で定まる。

　（2．6）　E（K．a）＝：supkEKg（F（g，　k））

は決定関数である。

証明．E（瓦9）9（E（瓦の）　・SUPI，，鄭9（F（9，1））glz（F（h，　m））

　　　　　　　　＝SUPZ，，、、9（F（9，の）glZ（F（h，1“’m））＝＝sup、，・mg（F（9，り）gl？．（F（lh，　m））

　　　　　　　　＝supt，．．cr（F（g，　1））glz（F（gft，　m））　＝E（K，　g）E（K，　gh）．

また，明らかにE（K，1）＝＝　／・

上述の（2．5），（2．6）によって得られる決定関数と充満部分群との対応を更に調べてみ

よう。

補題2．4．（［4；Lemma　3・1⊃Kを［σ］の任意の充満部分群とすれ，ば

　　　　　　　　K（E（K　g））＝＝K

また，EgをGの任意の決定関数とすれば，

　　　　　　　　EgSE（K（Eg）・　b6）’
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等号がすべてのgに対して成り立つのは，Ea≧F（g，1）がすぺてのgに対して成り立つ

ときそのときに限る。

証明．α∈K（E（K，　9））即ち，α～Σσ（≧99，Qg≦E（K，　9）とすると，（1．4）により，　Qg

βσ～偽9なるβσ∈Kが存在し，Kが充満群だから，α～Σ（≧σβσとなる。よってα∈κ

逆にα∈Kとすると，もちろんα∈〔σ］だから，α～Σ9飾9と表わされ，任意の9に対

してQqcr・”（！gg，（1．　4）によりQg≧E（K，　g：）。以上によってK（E（K，　g））＝K

次に，決定関数賜に対してK（賜）＝Kとかく。先ず，（1－F（g，1））島はΣ。P，tの

形にかける。ただし，｛Pn｝は互いに直交し為9－1（P，，）＝0（n　・1，2，…）なる中心射影の

族である。しかるとき，写像

　　　　　　　　Pπ9十9－1（Pn）9｝1十（f一一一一一〔1）n十9－1（Pn）1］）1

は，Pn≦Eσ，9（Pn）≦9－i（E，y），匹｛P箆十9…！（一Pn）］≦E1　・＝　1だからK（Ea）の元である。こ

れと前半に示したことからP，≦E（K，g）・　12は任意だから（Z－F（9，1））賜≦E（f〈，　g）・と

ころがF（9，1）≦E（K，9）だから，Ea　＝（1－F（9，1））ffa　十F（91）E，として賜≦E（K，9）

となる。

　最後に等号の成立条件を示そう。賜＝E（K，　．ff）ならば，Eゲ・E（K，9）≧F（9，1）．とな

る。逆に，賜≧F（9．1）としてE（瓦9）≦賜となることを示そう。一つの8c一　Gとα∈

Kに対して，Pg＝　Patなる任意の中心射影Pをとると，α～Σ為∈σ鄭んならば各hに対

して（≧1、㎏～（之詔ん・

従って，F（g，h）の極大性により

　　　　　　　　O一．．．7b　P　S－h（F（i　’，　h））＝：h（F（tig－ig’，　1））．

そして，仮定からF（z戸9，1）≦Ei、　．　iaであり，また（払≦Zご｝，だから

　　　　　　　　OvhP≦Ehゐ（Eh’le　　　一）瓢跳Eσ≦E，，．

結局P　＝E．］hQi，P≦Ea’従ってE（K，　g）≦E9．

　以後Gは」ゾ上で自由に作用するものとして議論を進める。このときは，G上の決定

関数：賜に対して常にEσ≧F（9，王）となるから，補題の2。3によって，島→K（五9）→・E（K

（Eg），9）は，G上の決定関数全体と［G］の充満部分群全体との1対iの対応を定める。

決定関数全体は自明の順序で束をなすがラ上の対応がこの束と充満部分群全体の束との同

型を与えることを示そう。先ず

　補題黛・5・⊂c£3；Proof　of　Theorem　l⊃Eは◎でないi・1，・i心射影で19∈0が局所内

部であるような中心射影を含まないとする。このとき［一（｝”］の元γで，ft上ではγ～9，

E＞9（E）上ではγ～1なるものが存在する。

　証明。Eを互いに直交する申心射影の族｛P。｝に分割し，9（P1）＝＝　9（E）（1一・E），9（1）n＋1）

≦Pn（n≧1）なるようにする。そのためには，　P1＝・Eg’一i（F一一E），　Po＝＝g’（君）とし，　n≧1

に対してはP。　，i＝｛E一（P1十…十鳳）｝g一1（Pエ十…十Pりとすればよい。実際，作り方

からPnは互いに直交する。また，　RがR≦P。　．、，9（R）≦鳥（0〈蓬めなる中心射影な

らば，R≦α一1（Pの｛E一（P王十…十P毒）｝≦Pi÷1だから盛＝笙となりg（Pn　、1）≦Pn・もしPn＋・

＝＝0ならば，E一（一1）i　十　’”　十Pn）はその上で9が局所内部であるようなEの都分中心射
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影だから，E＝P1＋…＋P。となる。同様にもしすべてのnに対してP。判キ0ならば

E＝Σ痛P・となる。さて，（Zn＝P。一rg（P。＋1）（n≧1）とすると，　PoコΣ隔＆（Qn）．更

に，9（E）・（ll，1・（≧2，…，1一（E十　Po）は互いに直交して和が1なる中心射影であり，また，

E，9（（Zi），92（（Z2），…，1一（E十Pのも同様iである。よって

　（2．7）　rt－g（E）g＋2〈2t．g“n＋｛1一（E＋PQ）｝1

は［（］］の元で，E上ではγ～9であり，　EVg（E）以外即ち1一（E十Po）上ではγ～1で

ある。

　補題2・6・（c£［3；Lemma　5・5⊃Eg，　FaをG上の二つの決定関数とすると，任意の

9ε　Gに対して

　（2．8）　E（K（E，），g）E（K（F，），　g）：＝一TE（K（E，）aK（F，），　g）・

　証明。　Ea　・・E（K（Ea），9），瑞＝E（K（Fg），9）だから，補題1．7によりα∈K（Eg），β∈；K

（Fa）を適当にとればEgcr～Eg9，　Fgβ～馬9，よってEg1㌔9～EgFgα～EgFgβとなる。　E，　：

cr”1 iEg　Fg）こβ一1（EgFg）とするとE’上ではα～βである。Eo’（≦E’）をその上でαが局

所内部である極大中心射’影とし，E箆E’一Eo’とする。補題2．4を9をav　e　K（Eg）として

用いると，E上ではα～βだから，（2．7）は9をβとしても成り立つ。よってγ∈K

（E）∩K（P”a）．そこでγ’をラE＞α（E）上ではγノ～γ，Eo’上ではγノ～α～β，その他ではγ’

～iと定義すると，〆d（（Eg）∩K（Fg）で，　Et上では〆～α～β即ちEgFσr’～砺瑞α～瑞

Fgβとなる。此れはEgFg≦E（K（Eg）∩K（瑞），9）を示す。逆向きの不等式は明らか。

　定理2．7．Gが」ゾ上に自由に作用するならば，　G上の決定関数Eg全体の束と，〔（？］

の充満部分群K全体の束とは同型である。その同型は瑞に
　　　　　　　　K（Eg）r＝一丁目α∈こ0狽α～ΣP，9，　P，≦E，｝

を，Kには
　　　　　　　　E，（K）　＝E（K　g）＝FsupkE　kba（F（g，　k））

を対応させることによって得られる。

　証明。　（｝’が論／土に自宙に作用すれば，EaとKが1対1に対応することは既に述

べた。補題2．6はK（Eg　Fg）＝＝K（Eg）∩K（Fa）を示しているから，この対応でEσ〈Fσ　・Eg

FσはK（E，）〈K（Fg）に対応する。次にK（瑞）〉κ（Fa）＝〔K（瑞）UK（Fg）］K⊂（EσVFg）

は明らか。逆にα∈κ（F．aVFg）とすると，α～ΣP必ろ≦瑞＞Fσとかけるカ§，　Ov9＝”PaEσ

≦Eg，　Rゲ・P，一29≦罵とおけ1ま，α～Σ偽9＋ΣRσ9∈〔K（Eg）UK（Fσ）］．

以上によって，定理に述べた対応は束同型である。

　特別な場合として，Pを巾心射影とし，局所部分群［σコP＝｛α∈…［G］｛F（α，1）≧1－P｝

に対応する決定関数を考えよう。

　補題2・＆Eg（［0コ、））＝∫：9（P），（9キD．
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証明。　α∈［G］Pとして，α～Σσ∈aQg9と表わせば，9キ1のときF（9，の≦P・また

Qg　＝g（F（9，α））＝α（F（9，α））である。従って，一方では（Z9＝g（F（9．の≦9（P）であり，

他方では，Qg＝α（F（off・　cr））≦α（P）＝Pであるから（Zg≦Pg（P）・逆に，αが瑞＝29（P）

に対応する充満部分群に属するならば，α～ΣQgg・Q≦Pg（P）（9キ1）とカ・けるが，この

ときQ≦1－Pならばα（Q）　一（丞吾Σ幽QgPg（P）9（Q）コQ鮎よってα（の＝（乙と

なるからα∈［G］Pである。

　系2．9．PがGで不変，即ちPがC（b　，一gYの中心射影ならばEg⊂G］P）隣P，（9キD

である。

　3．定理L9で示されたDyeの対応と定理2．7の結果とを結べば，クロス積G⑭．　．c／

の中間部分粒全体の作る束とG上の決定関数全体の作る束とは同型であることが分かる

が，その対応を直接考えることによってσ⑭論〆の部分環の構造を明らかにすることを考

えよう。

　，勿はσ⑭＿ofの中間部分環を，　Kは1　G］の充満部分群を，瑞はG上の決定関数

を表わすものとして，例えばEσに対応する中間部分母は，4（E）で表わすことにする。

このとき既に分っているように

　　　　　　　　，」勿（K）＝≦勿こUl動∈K］

　　　　　　　　K（．．L．2）：・＝：｛兜｝ひ∈八℃免ノ）∩，〈勿｝

　　　　　　　　E，（K）　＝＝E（K　g）＝＝rsupkGi〈g（F（g，　k））

　　　　　　　　K（Zl，）　＝＝｛a’t＝一EG］la’”v＝Pag，　Pg：：E．｛一Eg｝

である。従って一応

　　　　　　　　E，（9「）＝Eg（K（〃））　・sup｛9（F（9亭び））1び∈A7（一γり∩〃「｝

　　　　　　　　，L〈Z’　（Eb）＝＝　．〈“Z7／　（K（Eg））＝　．‘Lte　［UIge7N＝Pg・　PgS｛Eg］

となる。実は，G⑧。γから．勿（Eのへの期待写像がΦ（Σ9（9）Aa）驚Σ9⑭E…4で

あることを示すことによってラ勇プ（Eg）をもっと明確に表わすことができる。ところで，

このΦ　が期待写像であることを定義に従って証明することを試ると，Φ　が正値であ

ること以外は簡単に分かるが，正値であることは例えば

　　　　　　　　〈1＞　（（IE］gXAg）　（＝．ff（g）A）＊）＝＝X，gg，hh一’4mpllhg－ih（AgA’＊f，，）

　　　　　　　　　　＝：IE］g，Jt（g（21＞grm　i（Egh－i）Ag）（h（2i）h－i（Egit－i）Ah）＊

等の計算から直接示すことは困難に思われる。また，富lk　［8］の結果により，Φ　がノル

ム1の射影であることを示してもよいが，これは射影であることは明らかであるし，ノル

ムが1であること，或いはノルムが減少することを示すのも，比較的容易である。しかし，

ここではやや迂遠であるが，次の補題を用意してΦ　が期待写像であることを示す。な

お，この節でもパゾは有限型，Gは∫ゾ上で自由に作用するものとする。

　補題3．　1．EノをG上の決定関数とするとき，任意の9EGに対して，

　　　　　　　　9⑭Eσ一1∈／ノ（F一一，　q．）

証明。　先ず9u（A）＝ΣP，g（VA　V＊）（孟ε∫ゾ）とすると，この動は
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　（3．1）　　　　　　　　乙』Σ三＝艶望⑭9｝1（2r＝『σ）7

によって誘導されることを示そう。実際Uがユニタリであることは，｛Pg｝，｛9－1（Pの｝

の直交性を考慮：した次の計算で分かる。

　　　　　　　　　σひ』（Σ，gOP9一’（Pg）の（Σ。h－1⑭一P，lz（v＊））

　　　　　　　　　　　＝4”V，，hgh－i（g＞h（gim’（P，）V）Phlz（V＊）

　　　　　　　　　　　＝1（g）＝，P，g（VV＊）　＝1Xf

　　　　　　　　U＊U＝（＝，g－i（iili）P，g（V＊））（＝hlz（［g）h－i（Ph）V）

　　　　　　　　　　　＝：＝，，hgh－i（×）h－i（P，g（V＊））h一’（Ph）V

　　　　　　　　　　　こ1⑭Σ99－1（Pg）y＊17・＝1⑭1

また，A∈，γに対して，

　　　　　UA・u＊：：：（Σ、9⑭9－1（Pg）v）（1⑧A）（Σ。hoph一1（Pのの＊

　　　　　　　　　　　＝（＝，gXgmi（Pg）　VA）　（’i，｝一］hh一’O．　Phh（17＊））

　　　　　　　　　　　＝Σ，，1，ghnv　1⑭h（g’mi（Pg）　VA）P．h（v＊）

　　　　　　　　　　　＝＝　1（g）S“｝P，P，g（　VA　V＊）

よって

　　　　　　　　　g）’　u（A）　：＝　12tl　，，　P，．　g（　llA　V　＊・　）

このことによって

　　　　　　　　　．・〃驚〆ノ（Eg）＝＝，ご多タ（Eσ（6多ラ））

　　　　　　　　　　　　　　・’”？’〔σ∈Aてヅ）iσ＝・Σ9⑭9－1（Pg）v，陀…魅，ろ≦Eg（，1勿）ユ

ところが，9を固定すると，補題1．7（1．4）によって，ん。∈κを適当に選べば

　　　　　　　　Eg（，：／li”；）＝E（K（．tflZ．　S”’），　ba）　：g（F（g，　ko））

となる。k”＝rcs，u，び∈N（（）」／’）∩房）とすると，内部自己同型の差は無視してよいから，

　　　　　　　　　σ・・989一1（Eg）＋Σ1、キσゐ⑭ん擁（Ph）

としてよい。ただし，｛P～，｝は毯㎜1（Ph）｝と共にそれぞれ互いに直交し，Pie≦Eh，　Ph　Eg

＝O，h－1（君、）8司（瑞）・高なる中心射影の族である。しかるとき，

　　　　　　　　　ぴ＝9⑭9一1（Ea）一Σ吻ゐ⑭ノt”　1（P1∂

もN（．／ゾ）∩ンゲのユニタリであることは直ちに分かるから，

　　　　　　　　gxE，一i　＝：g，rL　g－i（E，）　，＝　一一　！一；1一　一t－2一　U一一’　G　．e？’　．

　補題3・2．Φ

によって

を（3⑭，％’から中間部分環．％’への期待写像とする。適当な中心元Cσ

　（3．2）　　　　　　　　Φ　（9’　i＞t／，ノ「）＝凝9区♪8－1（C，）一：（1（茎）0σ）（9（う！『）

と書けるならば，C，は射影である。

　iftE　f，Yg．　〈｛）（g｛，，r．Xx．；i　l）＝〈［）（（1）（gX．／））＝op〈（10．v，　C，）（gopl）｝＝（lop　C，）〈1）（．aop．1）

　　　　　　　　　　　　　　：一＝　（1（g）C，）　（1〈g）C，）　（g81）　＝C，2（g（g＞1）

此れと（3・2）を比較すれは，9⑭ノはユニタリだからCg2＝・Cσ．また，

　　　　　　　　　｛Φ（8⑭ノ）｝＊＝：｛Cg（9⑭ノ）｝＊＝（8一三⑭1）c墜

と
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　　　　　　　　　｛Φ（gopI）｝＊鍛Φ（9弓⑭1）：Ca－1（9－1⑭1）＝（8a－1⑧／）8（Cg　＿1）

によって（79＊＝＝9（Cg－i）．従ってCσ＝9（Cg“）さえ示せば，σ9＊＝：CgとなるからCgは射

影であることが分かる。ところが，

　　　　　　　　〈P　｛（grmiXl）tp　（gXl）｝＝＝¢　｛（gimiopl）C（gopl）｝

　　　　　　　　　　　＝Φ｛9一三（Cg）（9一三⑭1）（9⑭1）｝＝ご9－1（oσ）

と

　　　　　　　　ep　｛（gmiCDf）op　（gopJ）｝＝〈P　（gFiXl）op　（gXl）

　　　　　　　　　　　：：C，一i（g－i（g）1）C，（gXi）　＝C，g－i（C，）　（g－i‘．“．A　1）　（gopl）

　　　　　　　　　　　＝：：Cg・一ig一1（Cg）

によって

　　　　　　　　Cg－ig－i（Cg）一一一一g一！（Cg）

これから9（Cg　，、）Cg＝（79・また，9を9｝1に変えてCqg（Cg　一i）こ9（Cg＿1）・蚊後の二式を

比較してCσ　＝9（Cg　一1）が得られる。

　定理3．3．G⑧yから中間部一環．勿’＝．9（E’，）への期待写像は｝

（3．8）　¢（＝gg（［i）Ag）＝＝g　g（g）Eg－iAa

で与えられる。

　証明。　任意の9∈　Gに対して
　　　　　　　　　W　（gXI）　＝　g〈g）　E，　nv　i

と定義すれば，補題3．1によりΨはs／・7i’への写像であって，任意のA∈．γに対して

　　　　　　　　w（gopl）　（1（g＞A）　＝　（g（g）E，一i）　（IXA）g　＝　〈g）EginiA

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（1（g）g（A））　（gopE，一i）＝＝　（IXg（A））W（gX／）．

よって，Ψ（gopl）篇確とおくと，任意の46島〆に対して

　　　　　　　　　醐確＊＝：（10pg（A））観確＊

であって，かつ
　　　　　　　　　14i＊・　W＝　（g一’（g）E，）　（g（g＞E，一i）r＝1（g）g一’（E，）E，一i　＝＝1（g）E，一］・

一方

　　　　　　　　（）　（．ff（2）／）　（iXA）　＝＝op　“｛（g（g）1）　（igA）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〈b　｛（lopg（A））　（gCDI）〉＝（IR．・．×・g（A））ep　（．oopl）

だから，Φ（g⑭1）＝＝　Vとおくと

　　　　　　　　　VA　V＊　＝（i　（2i）g（A））　VV　＊・

であって，かつ補題1．IOにより

　　　　　　　　　il＊V＝rE（K，　g’i）＝ff，　rm　i．

よって，YA　V＊＝辰野｝ダ＊，かつ確＊夢47ご｝7＊V＝Eσha　i　EIII∫影．従って，

研＊VA　V＊ダ・こ理＊レダ濃躍＊Vとなるからレy＊i7A　＝・＝＝AW＊V．　A∈．．C・tV’は任意だから，補題

L　llにより確＊y∈…2∴即ち，（g－i（g）1）　（1　c‘vSbx　E，）7∈．窄”・Egil＝：VだからV∈（g⑧1）牙

＝9（身つ（9⑭わこ∫穿（9⑭ノ）・よって或るCg∈∫ガ対して，

　　　　　　　　ep　（gCDI）＝Pf＝＝（lgC，）　（gO2f　b＝g（g）Cg－i
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と書ける。このとき，補題3．2によってCgは中心射影であり，1　　　・　．　、

　　　　　　　　Eg＝：VV＊＝　：（g（29　Cg－i）　（g－i（g）　Cg）　＝1（2）g（Cg－i）Cg＝　Cg

従って

　　　　　　　　くb　（gcg　l）　＝＝gopE，一i

よって

　　　　　　　　¢　（2’gXA，）＝Xep　（g（g）A，）　＝＝＝〈P　｛（g（g）1）（1（2）A，）｝

　　　　　　　　　　＝＝（ll＞　（g〈g）1）　（1（Eg）A，）＝：＝（gop　E，一b　（1〈“ask　A　g）＝＝（g（［DEg－iAg）・

　9（Eg）は期待写像Φ擁の値域であるから，この補題によって次の定理は明らかであ

る。

　定理3・4・Gが。∫ゾ上で自由に作用するとき，G上の決定関数Egに対応するG⑭」ゾ

の中間部分環〆ノ（Eg）1ま

　　　　　　　　．ttt　（E”，）　＝　｛＝ggC．”E｛　一iAg　1　E］g（g）Ag　（iff　G（2）　，．．9f　｝

で与えられる。

　補題2。8と系2．9により，次の系が得られる。

　系3．5・Pを．∫ゾの中心射影とするとき，決定関数E，・Pg（P）（9キ1）に対応する

0⑭．一9／の中間部分環は

　　　　　　　　．gS”’　（Eg）＝｛＝a4igXgP（P）A，＋10pAi　l　Ai（i　．．c．　y”，　2］g（g）A，ci　st｝

特に，．P∈2照即ちPが0⑭潟〆の中心射影ならば，　Eg　・Pに対応する中間部分環は，

　　　　　　　　．F．tJ；　：（G（E9．．．gY’）P一一i一，Q．　y’（．ZT－P）

である。

この系は〔3；Pl－opos三tiOlユ3・1］との関連において興味深い。

　4．此れまでに述べた対応において，r．G］の充満部分群Kが正規である場合について

更に考察を進めよう。定理L8によって，［G］の元従って特にGの元もθ⑭」ゾの内部

自己同型に拡張される。そのとき，α∈［のを誘導するσ⑭瀦ノのユニタリ元は唯一つで

はないが，しかし中心ラガのユニタリ元だけの差しかない。即ち，いまU，｝7が共にα

を誘導するσ⑭」ゾのユニタリ元であれば，任意の孟eJゾに対して

　　　　　　UA　U＊驚α（A）＝VA　17＊　　よってV＊UA　＝＝A　V＊U

だから，補題Lllによってy＊Ue身孔　P／＊σはもちろんユニタリだから，或る躍∈

易㌦に対してθ』VWとなる。逆に研∈易㌔を任意にとれば，　U』7WとVとが

三三上の同じ自己同型を誘導することは明らかである。特に，9∈；Gを誘導する0⑭」ゾ

のユニタリ元は，すべて9⑧2，Z65≧㌔の形に書ける。Gの元の拡張になっているよう

な（⊇⑭冷／の内部自己同型全体をGで表わすことにする。

　さ、て，σ⑭鳴〆の中闇部分環♂：汐がGによって不変であれば，Gは詔にも自己同

型を誘導することになるが，先ずそのための条件を考えよう。此の節でもyは有限型
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とし，σは」ゾ上で自由に作用するものとする。

　補題4．董．⊂G］の充満部分群Kが正規であるための必要十分条件は，多（K）が

N（t”sye）のユニタリ元による0⑭」ゾの内部自己同型全体〔G］によって不変なことであ

る。

　証明。　α6［（刀を誘導する0⑭」γの一つのユニタリ元をU．とし，砿によるG⑭

」ゾの内部自己同型をαで表わすと，任意のU∈（o⑭，∫：ゾ）uとA∈。一．Mに対し，

　　　　　　　　97，一i（u）（A）＝cr－i（U）A．一i（u）＊

　　　　　　　　　　　　　　＝：Ua＊UUaAUa＊fL／＊’（］）k＝cr一’9bT　CY（A）’

従ってKが正規であれば，伽εκなることと任意のα∈［G］に対して藍鼠の∈Kな

ることとは同値である。従って
　　　　　　　　ar　｛．t’t”’一／．〉　（ro｝＝＝a　｛．tLii31？［UIt　t．r　r・一’一K］｝　＝，op．　［cr（U）　k：，，’EIEi　Kll

　　　　　　　　　　　　　　＝・　．tue　［Ul　cpR．i（の∈．κ］＝，・勿［σi伽∈κi＝・〃（K）・

　逆：に，任意のαε［03に対してα〈．1勿（K）｝瓢．％ジ（！9）とする。しかるとき，σ∈ヨV（．γ）

に対して9u（El　Kならば，θ蕪，％艇κ）こαも％’（K）｝．よってグ1（U）〔ヨ／勿（K）・従って

α一1ﾏηαこ¢浜1（の∈κとなるからKは正規である。

　補題4．2．G⑭．γの中聞部分環房’について，．％’が〔0⊃で不変なこととGで不

変なこととは同値である。

　証明。　ピ勿がGで不変であるとして，任意の‘旺〔σ］に浅しαC勿）＝／ノである

ことを示せばよい。ところが，α（A）　：“VPg，g（濃レγ＊）と表わされるとすれは，

α（B）＝ΣPσ9（VBY＊）である。そして定理3。4により，8＝Σ9蓼E…賜とすると，

F∈r－V2eだからYBY＊驚Σg⑭瑞弓｝／瑞17＊∈…∴汐・よって仮定により，9（VBV＊）∈／汐・

従ってα（彦タ「）驚房プ。

　上の二つの補題により

　定理4．3．Kが〔Gコの正規充満部分群であるための必要十分条件は，．1％艇K）がGで

不変なことである。

　次に，決定関数について対応する条件を調べよう。

　F（h，k）　・hF（hg－i，　kg一一i）なることに注意すると，　Kが正規充満部分群ならば，任意の

heGに対して
　　　　　　　　Ea＝E（K，9）＝JJ（んκん一1，9）＝んE（K，　Yt一・tgh）：＝＝h（瓦一1σ～論）

従って，hをh－iに変えて

　　　　　　　　h（Eg）＝Ehgh－1’

　逆に，任意のゐ∈0に対してh（瑞）＝瓦σ～肩ならば瑞＝ゐ（臥一1｛ノh）となるから，⊥の

計算の逆をたどって
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　　　　　　　　　　　　　　E（K，　g）　＝E（hKh－i，　．ff）

即ちEg（K）＝＝Eg（lzKh－i）となるからラlzKIZ　1＝K．

　　従って，

　　定理4・4・if　G］の充満部分群κが正規であるための必要十分条件は，すべての9，　h∈

Gに対してh（Eg）＝　Eh　r」i、一1となることである。

　　系4・5・Gが可換群ならば，Kが［Gコの正規充満部分群であるための必要十分条件

は，各瑞がGで不変なこと，即ち各EgがG（9）　，．qfの中心射影なることである。
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