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　　，4わ5ぴ∂o六一RepresentatioRs　of　groupoids　which　are　locally　trivial　and　locally　compact　are　s繊died　follow－

ing　Wescman　［8］，　and　a　natural　construction　of　quasi－Hilbert　algebras　associated　to　such　groupoids　are

coRfirmed．

まえがき

　最近，作用素環の研究に亜門が大きな役割を果たすよ

うになって来ている。ここではその亜門の表現などにつ

いて考察する。可測亜群の表現に関する研究は数多い

（〔1〕，〔6〕およびそれらの引用文献参照）が，我々は

位相亜群の，しかも構造が比較的簡単な場合，すなわち

局所自明な局所コンパクト亜群の連続表現について考え

ることにする。このような亜群はEhresmann〔3〕，

Westman〔8〕などが，多分に微分何学的な興味から

研究したものであるが，それは作用素環にも無縁なもの

でない。その表現について〔8〕，〔9〕ど同様な議論をし

た後で，このような亜群から自然に準ヒルベルト環が構

成されることを確かめる。

壌．位相亜群

　集合Gにおいて，G×Gの特定の部分集合G（2）が定ま

っていて，G（2＞からGへの写像　（x，　y）→xy　（積）

およびGからGへの写像　x→x　rm1　（逆元）が次の4

条件を満たすように定義されているときGを亜群

（groupoid）という。

　（D　（x－i）一i＝x．

（ii）（。，．，），（，y，　z），G（2）ならば（。，，　、），

　　（、，，飼，G（2）であって（。，）z・・…（，・）

　㈹　（x－1，x）EG（2）．また，　（x，　y）ξG（2）ならば

　　　x－1（xy）　・y．

　《V）　（x，ガ1）ξσ②．また，（z，x）6G（2）ならば

　　（zx）x－i＝z．

　これはHahn〔4〕による定義であって，〔5〕の定義す

なわち“亜群とはその任意の元が逆元をもつ小カテゴリ

ーである”ということと同値である。

　xξGに対し　d（x）＝・　x－ix　をxの始対象（ini－

ti。1・bject，d・m。i・），・（・）一・・ガ1を終対

象（final　object，　range）という。これらはr（x）x

＝x，認（x）＝xの意味で左右の単位元である。　GO＝d（G）

・・r（G）をGの単位の集合という。Gの元はx，写等で

表わし，単位元にはp，q等を用いることにする。　p，

qEGOに対して　G（q，p）＝｛xEGld（x）＝p，

r（x）　＝q｝　とする。任意のP，q6GO　に対して

G（q，P）が空でないとき，亜群Gは推移的であるという。ま

たG（p，p）は群であり，これをpにおける等方群とい

う（〔6〕）。容易に分かるように推移的亜群Gではすべ

ての等方群は互いに同形である。

　いま，Gを推移的亜群とし，　eeG。を任意に1っ選ん

で固定する。任意のqE　GOに対してそれぞれ1っの％

ξG（g，e）を選べば，それらの全体｛eqlge　GO｝

とG（e，e）とでGが生成される。すなわち任意のxEG

はe，　・　・，一1，z・…G（・，・）の形1こかける。しかもその
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表わし方は一意的に定まるから，写像　（q，p，の→

eq　z　eiiはGO×G◎×G（e，　e）からGの上への1対1

の写像である。そしてGO×GO×G（e，e）における積

を　（s，q，　y）（q，　P，　z）＝（s，　P，解）　で定義す

ればGO×GO×G（θ，　e）は亜群であり，上で述べたこと

からそれはGと同形になる。従って，推移的亜群の代数

的構造は等方群G（e，e）とGeによって決定される

（〔3〕）。亜群Gが推心的でない場合には，明らかにこ

れを互いに素な推移的部分亜群の和集合として表わすこ

とができる。

　亜群Gが同時にハウスドルフ位相空間でもあり，亜群

の演算と位相について次の2っの条件が満たされている

ときGは位相亜群であるという（〔3〕）。

　（i）写像（x，y）→xyはG（2）からGへの写像として

　　連続である。ただしG（2）はG×Gから誘導された位

　　相をもっとする。

　（li）写像x→ガ王はGからGへの写像として連続である。

　この定義から容易に分かるように，

　（a）写像x一→x　mlは同相写像である。

　（b）写像dとrは共に連続である。

　（c）GOはGの閉部分集合である。

　（d）G（2）はG×Gの閉部分集合である。

　（e）GOはGの部分空間であり，またrによるGの上空

　　間とも考えられるが部分空間としての誘導位相と商

　　心素は一致する。

　（f）G（g，p）が空でないとき，等方群G（p，　p）と

　　G（q，q＞は岡形な位相群である。

　位相亜群Gが局所自明であるとは，任意のPE　GOに対

して，pの1っの開近傍7（p）およびV（p）からGへの

連続関数σで，すべてのqE　V（iP）に対してσ（a）EG

（q，PU）となるものが存在することである（〔3〕）。

　このような亜群は微分幾何学において多くの例をもつ。

またこのときGの推移的部分亜群の単位の集合はGの単

位の集合GOにおいて開かっ閉である。Gが推移的である

場合には，局所自明性は次のことと同値である。すなわ

ち，特定の1点eE　Ge，　Geの開被覆｛Va｝および各Vα

からGへの連続関数σαで，すべてのqξ％に対して

σα（a）ffG（q，　e）となるものが存在する。

　局所自明な推移的位相亜群GはGO×GOを底空間とす

るファイバー束の構造を持つことを示そう。ファイバー

東に関する定義は〔7）に従う。射影は　r×d：G→GO

×Ge　とし，また任意に特定の1点θξGOを定めて，

ファイバーをG（e，e），構造群をG（e，　e）とする。代

表の座標束を作ろう。Gの局所自明性により，　GOの開被

覆｛Val　aEA．｝と，各％からGへの連続関数αで

α（q）EG（q，e）　（q6％）となるものが存在する。

α，βeAに対してVa∩吻からG（e，e）への写像

α（q）一1・β（の　　は明らかに構造群に属する。よって

座標近傍としてVα×Vp（α，βEA）をとり，座標関数

9afr　：（　Ya　×　Vfi　）　×G（e，　e）　一一nv＞　（r×d）mm1（Va　×

VB）は
　　｛c＞Ct〆9（q，　pu，　x）＝＝α（q）つじ（β（pu））皿1

　　　　　（qEYa　，　ipEV，6？，　xEG（　e，　e））

で定義すればよい。Gが推移的であるからこの写像は全

射である。このことからまたGが局駈コンパクトのとき

は，Gの位相多様体としての構造はGOとG（e，　e）の位

相構造から得られることが分かる。

2。局所自明岩群の表現

　Gを位相亜群，GOをその単位の集合とする。∬罵｛Hp

【p6Go｝はGeを基底とするヒルベルト空間ffpの連続

場とする（〔2〕U．1．Exerc．5）。このときGの認にお

ける（連続な）表現Uとは，任意のxeG（q，p）に次の

2っの条件を満足するようなH、，からHyへの等長変換

U（x）を対応させる準同形Uをいう。

　（D　r（x）＝r（y）ならば

　　　　　u（一lX　2LI）＝ひ（x）…1ひ（y）．

　㈲　Wの任意の2っの連続断面ξ，ηに対し

　　　　　（ξ・　η）（x）二〈ξσ・　u（x）η　P・〉

　　　　　　　　（xeG（q，　p））

　　で定義されるG上の関数（ξ，η）は連続である。

　ここではGが局所自明な位相山群である場合のみを論

じることにする。表現空間∬には次のようなファイバー

東の構造が導入される。底空間はGOとするとyからGO

への射影πは自然に定義される。1っの点θ6GOを選ん

でヒルベルト空間瓦をファイバーとし，構造群はHe上

のユニタリ作用素全体の群U（He）とする。各PE　GOに

対し，偽上の内積は適当な許容写像によって鳥から導

入されているとしてよい。このときHeからHpへの等長

写像はすべて許容写像である。よってUσ，p（p，q　E　Ge）

を偽からHqへの等長変換とするとUσ，　pはすべてまた許

容写像である。その全体の集合を

　　ZL　＝”U（，k’）　＝　｛　U，　，1　p，　q　e　GO｝
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とする。このaには変換の合成を積とし，

　　d（Ug　pu）：：lp，　r（IZq　p）＝”lq

として自然に亜群の構造が定義される。ただし，Ipは偽

における恒等写像であって，その全体がこの亜群の単位

の集合である。uはまた明らかに位相亜群である。つぎ

にこの亜聖が局所自明であることを示そう。

　ファイバー束Wを代表する1っの座標系において，

｛Va　l　a　ff　A｝を底空間σoの開被覆，9。：Va×H、

→π　一1 iVat）　を座標関数とする。μ（Va，　e）＝｛砺，

lqff　Va｝として，写像　gα×1、：％→u（Ya，　e）

を

　　（9a×　le）（q）　＝9a　（q，　le（’））

で定義すれば，r・（g×1，）は恒等写像である。そこ

で任意のPEGeに対し，　pの属する座標近傍をVαとし，

すべてのqE　Vαに対して，％からaへの関数σを

　　a（q）　：（ga　×le）（q）’（9aXle）（p）　一i

で定義すれば，σは連続であって　d（σ（p））講ち，

r（a（　pu））＝Iq　となる。よって記は局所自明である。

　以上の考察から，葉群Gが局所自明な推移的亜群の場

合に，次の事実が成り立つことはもはやほとんど明白で

ある（〔8〕）。

　（a）UがGの9における表現ならば，任意のPE　GOに

　　対してU’IG（p，p）は等方群G（p，p）のHpにお

　　けるユニタリ表現であり，それらはすべてユニタリ

　　同値である。

　（b）　1っの等方av　G（p，　p）の或るヒルベルト空間に

　　おけるユニタリ表ij　Upが与えられたとき，Gの或る

　　ぼにおける表現ひが存在して，UlG（p，p）とUp

　　はユニタリ同値である。

　（c）U，びをそれぞれGの認，認ノにおける表現とすれ

　　ば，UlG（p，　pu）とUlGノ（p，pu）がユニタリ同値

　　のときそのときに限りUとびは同値である。ただし，

　　Uとびとの岡値は次のように定義される。

　写像θ：誕→ぼ！に対し，θ（ffp）；Hp！であり，θp　＝

θlHpは同形写像であるとする。これが許容写像であ

って，しかも

　　θ　（Uqp）＝Oqσ（～P　θガ三

　　　　　　　（　Ugp　E　U　（一U））

によって定義されるθ：U（謬）→U（。ζノ）に対して

θ・U　・＝　uiとなるときUとU／は同値であるという。

　Gが局所コンパクトである場合，Gの表現Uは群の場

合と同様にコンパクトな台をもつG上の連続関数の環詫

（G）の表現に拡張され，亜群上の調和解析へと議論を進

めることができる。それは〔9〕で論じられているので省

略し，次の節ではX（G）がDixmier〔2〕の意味で準

ヒルベルト環であることを示すことにする。

5．準ヒルベルト環．IC（G）

　この節では，Gは常に局駈自明，局所コンパクトかっ

推移的な亜群とする。このとき明らかにG（q，p）（p，

qE　Ge）およびGOは局所コン7xeクトである。最初は〔9〕

に従って幾つかの定義と結果を述べる。

　λ＝｛λ　qplp，qE　GO｝をG（q，p）上の正則ボレル

測度λ　qpの系とし，　G（q，　p）上の可積分関数fに対して

　　λ…（f）＝＝　fG（q，．，）f（州・）

と表わす。またG上のコンパクトな台を持つ連続関数の

全体をK（G）で表わす。hEノご（G）に対しGO×GOkの

複素数値関数λ（1のを

　　（1（h））（’q，p）＝：Rq，（hlG（q，p））

で定義するとき，常にλ（h）ξκ（GO×Ge）となるなら

ば系λ　・＝｛Rqp｝は連続であるということにする。連続な

測度系2＝｛λqp｝が左不変であるとは，任意のxEG

（q，s）とfE．k（G（g，p））に対して

ゐ師）ア（x・）繭）一fG（q，，）f（・」）繭）

となること，また右不変であるとは，xξG（q，　s），

！EX（G（q，p））に対して

fG（q，s）f（YX）　‘12（Y）＝　f．（，，，）　f（　2Y）dR（ZI）

となることをいう。

　G上の左不変測度系は，等方群G（e，e）上のモジュ

ラー関数をGへ拡張することによって作ることができる。

Gから正数全体の乗法群への連続準同形AはそのG（e，

e）への制限が，局所コンパクト群G（e，e）のモジュ

ラー関数であるときG上のモジュラー関数ということに

する。（GOがパラコンパクトであればG上のモジュラ

ー関数は存在する。ただし唯一つとは限らない。）このと

きG上のモジュラー関数dと左不変測度系λとの間には

2qp（f）＝
?Ｇ（，，，）　f（Y）　CIR（　Zt）

（，e）

　　　　　＝＝fG（，，，）　d（2‘）　f（VX2‘）　CiR（x）

　　　　　　（uEG（　e，　p），　veG（　q，　e））
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によって自然な1対1の対応がある。（G（e，e）上では

4λ価）は与えられたパール測度を示す。またこの積分

は％，vの選び方には関係せずに定まる。）　G（e，　e）

がユニモジュラーならばG上の左右の不変測度系は唯一

っ定まる。以後G上のモジュラー関数Aとそれに対応す

る左不変測系λは定まっているものとし，4λ（x）を面

と略記する。またGO上にはsupp　Pt　＝：　GOなるバール測

度μが与えられているとし，i・t（腔L。　f（q）・dqで表

わす。

　X（G）上の関数∫，gに対しそのたたみこみfNgを

繭）一
氏BfG（q，、）勧（・・一脚・

　　　　　　　　（yEG（q，　p））

で定義し，またfの対合∫孫を

　　f’e（y）＝＝7（y－i）a（，y－i）

で定義する。通常の和，スカラー倍とこれらの定義によ

ってX（G）は：X・環となる。以上は〔9〕で論じられてい

ることであるが，以下においてはこのX（G）が

　　f　“（x）　＝　f（x）／　Viff（i；i；

と内積

　　〈f’　g＞　＝fGofGofG（，，，pat　f（2」）V（y）　ay　clqds

によって〔2〕の1．　5で定義されている準ヒルベルト環に

なることを示そう。f→f〈がX（G）→κ（G）の1対1

線形写像であることは明らかであるから，準ヒルベルト

環の定義の5っの条件が成り立つことを順に確かめよう。

（1）〈f，9＞・〈諾！㌧：等式（・・）によって

ん（q，、）》π翻・瞬

＝　SG（，，，）　A（2‘’）”／7（　」IEIIVT）　一〇’（2e－ix－iv一’）

A（u－1り〇一1ガ1）・∫（ガ圭ガ1ガ1）

A（ガ1ガ1ガ1）面

G（e，e）上ではA（ガ1）面＝4（x一正）だから

・・

@fG（e．e）a（ガ1）4晒ガ1）

　　　’

万（ゼ㌦ガ三）ア（ze－i　xガリal　x

一∫。（s，、q）～砺！ω万（幽

〈gXf，e〉一∫ゐゐ（q，s）・癒〆（・施）㈱

　　　　　＝”　fGefGefG　（，，，　）MY　f（Y）JZil（y）　aly　（lq　ds

　　　　　＝＝　〈　f，　g＞

　㈹　〈f　“e　g，h＞＝〈g，！甚〈）e　h＞　：（1）と同様に直

接の計算で得られる。

　㈹　写像g→∫斎gが連続：X（GO×Ge）におけるL2

ノルムをIHI2で表わすと，目f　ll瓢llλqfl）l12　に

なることが

　　ゐ　　　　　　lf（x）lClx＝λ9P（lf目G（q，P））
　　　（q，p）

　　　　　　　　　　　＝2　（IfD　（q，　p）

から分かり，！英gεκ（GO×GO）に対してはll　f一）“　g　li2

≦II　f　II211　g　II2が成り立つから

　　ll　f　・e　g　II　＝　ll　R　（i　f“）“　g　l）　l12

　　　　　　；：il　ll　，？　（1　fl　＞elgl）　l12

　　　　　　：：＃　R　（1　f　D　‘x・2（1　gl）　l12

　　　　　　≦llλ（r！§）　211λqgDii2篇1げ　II　9　II

　㈲　集合｛f）e　gif，gεκ（G）｝がX（G）の稠密な

線形部分空間を生成する；gをK（G）の任意の関数とし

εは任意の正数とする。位相多様体Gの構造は§1で述

べたようにGO×Ge×G（e，e）と同相であるから簡単のた

めに同一視することにすれば，gのコンパクトな台はKxK

xG（e，　e）に含まれるとしてよ減ただし，　KはGOのコン

パクトな部分集合である。そして，Kの有限被覆に対す

る1の分割を用いることによりKは任意に小さな集合と

考えても一般性は失われない。等方群G（e，e）の単位

元eのコンパクトな近傍γを十分小さくとってΣ；Σ

（g，ε）＝K×K×Yすると，gの一様連続性により

　　窺一m・x臼9（⑳㍉）一9ω目x・Σ，

　　　　（ガ正，y）EG（2＞｝〈ε

となる。また，Σを台とする適当な正値関tw　fξ．Rf（G）を

選ぶことによって，Σからλ（。Σ玉）＜εなる部分集合Xl

を除いた部分では

　　fGefG（，，，）f（X）　dx　ds　ww　11　〈　e

　　　　　　　（qEK）

とすることができる。そのようなfに対しては，任意の

yξG一Σ1において，次の不等式が成り立つ。　yEG

（q，p）として

よって
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1（f，egwwg）（2」）1

＄l　fGofG（q，，）　f（x）g（x－i？y）ax　cls

一　fGefG（，，，）　f（X）g（Y）　alxds

＋lfGo．（G（q，s）

＄M
i」’GejlG（q，，）f（x）clx　ds）

＋lj’GoSG（，，，）f（x）clx　cls－i

f（x）g（y）dxdsmg（y）

lg（y）1

　　　　　〈s（1－1－e）一lnvE’max｛lg（y）lly6G｝

この不等式とえ（Xl）＜εによって1げ※g－g鯉はfを

適当に選べば任意に小さくできる。

　（V）X（G）の完備化であるヒルベルト空間を認とする。

q，Vf　e　9は，すべてのf，9E　．Rf（G）に対して〈q，

∫　，eg＞＝＜ψ，fへeeg〈〉　が成り立つような2元で

あるとすると，列｛妬｝⊂x（G）で妬→ψ，ん診→q

となるものが存在する：ψ6認だからhn→ψなる列

｛妬｝⊂．，ZU（G）は存在する。示すべきことはん診瓢

hn／～／：『→ψであるから，結局ψ＝ガ壱ψを示せば

よい。さて

〈9，　f“e　g〉一
?Ｇ。蔵、）砺ヲψ（・）

　　　　　　　　IfG。fG（　　　：7（x）万（ガヤq，t））cik・・dt｝吻吻4・

であり，一方

＜幻〈》〉一ゐ。ゐ孟（。、）・⑳ψ（・）

　　　　　　　　／　jlGojTG（，，，）　7（x）　A（x）一　一s

　　　　　　　　・す（一正x劉）A（ガ’・）一㌔4・｝吻麟

　　　　　　　：”　fGOfGO　G（，，，）M（Y　（d（y）一”一S－1，Lt（y））

　　　　　　　　IjlGejlG（，，，）7（x）i（x－iy）cikreltlclyaqels

仮定によってこの2つの積分は一一S（し，f，　gはX（G）

の任意の関数だから，G上の不変測度系λとGe上の測度

μに関してほとんど至る所，

　　9（2Y）＝A（の一壱ψ（？y）

となる。

　以上によってK（G）は準ヒルベルト環であることが示

された。従ってもちろんこれに付随する標準フォン・ノ

イマン環が得られることになる。

）1

）2

）3

4）

＞5

6）

7）

8）

＞9
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