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by　Yoshinori　HAGA

　　　　Abstraet：一　Let　G　be　a　countable　group　of　automorphisms　acting　freely

on　a　von　Neumann　algebya　．sf．　Suppose　that　pa　is　［G］一finite．　Then，　it

was　shown　in［8コthat　there　exists　a　one－to－one　correspondence，　called　the　Dye

correspondeRce，　between　a鼓　intermediate　subalgebras　．勿　of　G⑭しγ　and　all

full　subgroups　K　of　［G］．

　　　　When　．．gY　is　a　factor，　each　fu11　subgroup　K　is　a　full　group　of　a　freely

acting　subgroup　F　of　O　and　the　cross　product　F（b×v）し⊆ゾt　is　algebraically　　iso－

rr｝orphic　to　the　intermediate　subalgebra　cb．S　which　corresponds　to　K　in　the　Dye

correspondence．　This　makes　clearer　the　meaning　of　the　Dye　correspondence．

But，　f（）r　a　general　von　Neumann　algebra　Jゾ，afull　subgroupノ（of［0］may

not　be　a　full　group　of　a　freely　acting　subgroup　K　of　G．　Therefore，　in　this

paper，　we　construct　a　generalized　cross　product　of　Y　by　a　full　subgroup　K

isomorphic　to　the　intermed三ate　subalgebra　6汐　which　corresponds　toノ（．　In　this

construction，　we　use　the　determining　function　ilwestigated　in［7コ．　The　generalized

cross　product　constructed　1｝ere　will　be　useful　for　further　investigatien　of　a　cross

product　through　its　intermediate　subalgebras．

　　ま　え　が　き

　　フォン・ノイマン環」ゾの（可算）群Gによるクロス積σ⑭」ゾを考察するとき，

Gが戊〆上で自由に作用することを仮定するのが普通である。これによって，例えば

σ⑭＿⊆ゾの任意の元Aの展開

　　（0．1）　　　　孟＝Σ0⑭凶σ　　　（A，∈」ゾ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gE　a
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や，Gの充満群の元αの表現（（1．1）参照）

　（0．2）　　　　　　α（の＝Σ9卿（（とgA）

　　　　　　　　　　　　　gE　G
が一一意に定まることになる。〔7コ，［8］においても，同じ仮定の下でいわゆるDyeの対応

を研究した。それは0⑭，∫ゾの中間部分画5勿の全体とGの充満群［G］の充満部分

群Kの全体との間に自然な1対1の対応が存在することをいっている。

　ところで，特にyが因子の場合には（0．2）における中心射影（しが恒等作用素／に

限るから，Gが」ゾ上で自由に作用するとき，　Gの元と［G］の元は内部自己同型を除

いては一致し，よって［Gコの充満部分群はGの一つの部分群Fに内部自己同型をつけ

加えたものに外ならない。このことから，yが因子の場合は，　Dyeの対応は中間部分環

yとGの部分群Fとの対応になり，しかも　．勇’Ct　F⑭」ゾとなる［9；Theorem

幻）から，Dyeの対応の意味は極めて明瞭になる。

　一般のフォン・ノイマン環」ゾについては，［Gコの充満部分環ノ（が自由に作用して

いることは勿論望み得ないし，また或る自由作用群F（Gの部分群と限らない）の充満群と

してK＝　：［F］とできるかどうかも，特別の：場合，・例えばGがDyeの意味でapproxima－

tely　finiteである場合等を除いては明らかでない。

　そこで，この論文で我々は，口］でその性格を明らかにした決定関数を用いることによ

って，充満群KとS■とから，κに対応する9」，’に同型なフォン・ノイマン環を構

成し，一般の場合にもDyeの対応の意味をより明瞭にすることを試みる。その構成の着

想はP］から得られたものであり，中間部分環を通してクロス積を研究するのに有用であ

る。

　1．準備．」ゾは可分なヒルベルト空間〃ノ上のフォン・ノイマン環とし，その恒

等作用素をZで表わす。謁ろ，．．／f）／。はそれぞれ」ゾの射影全体，ユニタリ作用素全体の

集合を，疹〃は論ノの中心を表わすとする。Gは」ゾの（＊一）磨己同型の離散的再算

群とし》その単位元はeで表わす。論〆上の2つの自己同型α，βに対し，F（α，β）は

その上でα一1βが局所的に内部自己同型であるような最大中心射影を表わすことにする。

このときsup　F（α，　g）＝：fなる自己同型α全体の集合をGの充満群といってこG］で
　　　　gcθ
表わし，またG＝〔Gコなる群Gは充満群であるという。＝C」の元αは（1．1）の形で表

わされるが，我々はそれを簡単に

　　（LD　　　　　α＝Σ9幹魂σ
　　　　　　　　　　　　gEG
と記すことにする。ただし，卿はン宅戊乙による内部自己同型であり，｛（≧σ｝は互いに

直交する中心射影の族で，Σ飾コΣ8（Ovg）＝1とする。Gが5ゾ上で自由に作用すると
　　　　　　　　　　　　　り
き，この表現は一意である。

　一般クロス積との比較の為ラクロス積について簡単に述べよう。G⑧。？／　’）は形式和

Σa⑧ξ。（ξ。e〃ノ，Σ臨li　2く・・）の全体とする。すなわち，σ⑭・勉の元はG上で
く　　

定義され、身〆の値をとるベクトル値関数で，0⑭。γノはそのような関数のL鉱空間に外

ならない。6！⑭浸〆上の作用素g⑭Aを
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　　　　　　　　（9⑭A）（Σα⑭ξ。）讃Σα8－1⑭α（A）ξ、

　　　　　　　　　　　α∈（ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈α
で定義すると

　　　　　　　　（9⑭！歪）（h⑭B）＝9h　OPh－i（A）B

　　　　　　　　　　（90PA）＊＝＝9－iOP9（A＊）

となる。　」ゾのGによるクロス積G⑭　Yとは，0⑭ノ上で｛g　XAlg∈　G，孟ε

」ゾ｝で生成されるフォン。ノイマン環をいう。　」ゾはθ⑭yと同一視してσ⑭y

に埋めこまれる。

　以後我々は」ゾが有限型であることを前提し，さらに」ゾが忠実，正規かっG一不

変なトレースτをもっている場合のみを対象とし，此れを・一一一一括して」ゾがこG］一有限で

あるとよぶことにする。0⑭」ゾの元はτ一ノルムでの収束列として（◎．1）の形で表わす

ことができ，τはτ（Σ8⑭遼∂＝τ（Ae）によって0⑭」ゾ上の忠実，正規かっC一不変な
　　　　　　　　　ひピリ
トレースに拡張される。よって，このときG⑭」ゾも有限型である。

　」ゾとG（×）　y間の部分環を中間部分環とよぶ。また勿（σ⑭y，」ゾ）は，9u（」ゾ）

＝＝UM　U＊＝」ゾなる0⑭」ゾのユニタリ作用素U全体の集合とするとif5］の結果の

拡張として

　定理　1．　1・（［8；Theorem　3⊃）Gをまy上で自由に作用するとし，」ゾは　［Gコー有限

とする。このとき，GOP　JYの中間部分環9丁の全体と［G］の充満部分群Kの全体との

問に1対1の対応が存在し，それはKには中間部分断

　　　　　　　　」O’（K）＝：3蓼［σ1吻∈幻

を，ゑ多グには充満部分群

　　　　　　　　K（va）・＝｛卿｝σ∈〃（θ⑭一γ，」ゾ）∩詔｝

を対応させることによって得られる。

　次に，G上で定義され」ゾの中心射影を値とする関数：9→Eσが次式を満たすとき，瑞

を決定関数とよぶ。

　　　　　　　　　　　Ea8’一一1（Eh）＝’E）a　LF．hg　（g，　h　Gii　G）
　　（1．　3）

　　　　　　　　かつ　　　　　Ee＝L

　いま，G⑭5：ゾからその中間部分環ざ誌上への期待写像をΦとすると，各960に対

しΦ（．aXl）＝9⑭瑞となり，この瑞は2によって定まる決定関数となる。逆に1っ

の決定関数に対して1っの中間部分環ご2が定まる。即ら

　定理　1．2．（［7；Theorem　2．6⊃G，」ゾは前定理と同様とする。このとき（3⑧」ゾの

中広部分環6汐の全体とG上の決定関数Eaの全体との聞には1対1の対応が存在し，

それは9には決定関数

　　　　　　　　Eσc勇））寵Φ（gopI）＊Φ（9⑭1）

を，Eaには中聞部分環

　　　　　　　　ca’　（E，）＝｛　＝　g　cgE，A，　I　E．］g　（g）Aae　．．OW

　　　　　　　　　　　　　gE　G
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を対応させることによって得られる。

　此れとDyeの対応を合わせて，

　定理　1．3．（［7；Theorem　2．　I　Oコ）G，，∫ゾは前定理と同様とする。このときG上の決

定関数易全体と［G］の充満部分群ノ（全体との問に1対1の対応が存在し，それは葛

に充満部分群

　　　　　　　　K（Eg）　＝｛a’E［G］Icy＝X　ggyOvg，　〈2，gSEg｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　CJC　tri

を（ただしy，｛Q9＞は（1．　1）におけるものと同様），Kには決定関数

　　　　　　　　E，（K）：：　supF（g，　P）

　　　　　　　　　　　　β∈ノ（

を対応させることによって得られる。

　2．　クロス積の一般化．Bures［1コの着想に従ってクロス積を一般化し，次の節で中間

部分環に対してそれを適用することを考える。」ゾをヒルベルト空間，γ上のフォン・ノ

イマン環，f〈を」ゾ上の充満群とし，各α∈Kは諺ダ上のユニタリ作用素θ．によって

誘導されるとする。即ちα（A）・＝＝　UaA　Ua＊．

　定義　2．1．し⊆ゾ上の自己同型αδと5ゾの中心射影瓦との対の族（cri，　．F一．t）iE．！’は次の

2つの条件を満たすときノ（の擬基底（pseudo－basis）であるという。

　　（2．1）　　　　　　　EオE／7（α乞，　αブ）：＝O　　　　　　　σ＝≒モの

　　（2・2）　　　任意のα∈Kは適当な中心射影（乙≦瓦とユニタリ作用素

　　　　　　　　7∈yによってα驚Σα柳（乙と表わせる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（　1

　ここでは便宜上F逆0を仮定しない。なお，任意の充満群Kに対して擬基底は必ず存

在する⊂1；Prop．4．10⊃。

　一般化されたクロス積K冨」ゾを定義するために，先ずそれが作用する適当なヒルベル

ト空間κ冨〃ソを作ることから始める。．∫を次の性質をもつ関数ξ：K→．，］3“全体の

集合とする。

　　（2，3）　　　　　　　ξ（α9’の＝α（V）ξ（α）　　　　　　　（V∈≡．∫≧／u）

　　（？一・4）　e（X．aiOvD＝S・Gti（QD，fi（a’？・）

　　　　　　　　　蕉f　　　　　lEノ

ただし，a’i　Eiii　Kとし，｛（扮は互いに直交する」ゾの中心射影の族で，Σ（乙＝Σ娠（≧∂

＝・1とする。

　従って，Kの王っの擬基底（a’i，瓦涙、のcrgに対するξの値が定まればゾーの元ξ

は確定する。

　ξ，η6．yの和ξ陸・η，複素数λとξ氏クーとの積λξを

　　　　　　　　（．ft一一i－7f）（cr）＝．」f（C￥）十’X／’（Cif）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c￥　｛II　K）
　　　　　　　　（A〈“；）（a’）＝R（，i’（cr））

で定義すれば，一ブは明らかに線形空間になる。Kの1つの擬基底（α乞，　Et）iE　1をとって，
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ξ∈i9のノルムII　S　IIを

　　（2．5）　　　1剛』Σ｛iα乞（E，）ξ（αi）Il　2

　　　　　　　　　　　　乞∈∫

で定義すれば，此れは擬基底の取り方には無関係に確定することが分かる（［1；：Lemma

9．　5］）。そこで，

　　　　　　　　　ガ　　　　　　　K⑭％＝・｛ξ∈f口iξ11＜・・｝

とすると，κ冨彫は内積

　　　　　　　　〈ξ，η〉＝Σ〈α乞（島）3（αの｛η（a’i）〉

　　　　　　　　　　　　乞∈∫

によってヒルベルト空間になることは容易に分かる。琢はK冨厳にヒルベルト空間と

して埋め込まれる。

　次にκ冨」ゾを定義しよう。A∈」ゾとξ∈1（衝班に対し，　Aξ：K→£fを

　　（2．6）　　　　　　　（Aξ）（α）＝（α（A））（ξ（α））　　　　　　　（α∈sK）

で定義し，またγ副（を誘導するE￥f上のユニタリ作用素Uirとξ∈E　Ker　2fに対し，

研ξ：κ→％を

　　（2．7）　　　　　　　　（Uξ）（α）　＝ξ（αγ）　　　　　　　　（α∈EK）

で定義する。しかるとき・4ξとσγξが（2．3）と（2．4）を満足することは簡単な計算で分

かるから，どちらもノに属し，またUr∈…YuなるときはUr’＝　［Llγであることも（2・3）

によって明らかである。さらに

　　　　　　　　II　AξII≦ll　A　il●IIξll　，　llσξll　：llξll

であることも容易に分かるから，孟とUは1（冨彫上の有界線形作用素で，σは等距

離作用素である。

　定義2・2・上述のA（A∈」ゾ），Ulr（γ∈K）全体で生成される1（冨」ゾ上のフォン・

ノイマン環を」ゾのKによる一般クmス積とよびノ（衛」ゾで表わす。

　　　　　　　ノ（衝」ゾ・＝ve〔A，　U，IA∈」ゾ，γ∈Kコ．

　実際は，Kが」ゾの内部自己同型を全部含んでいるから

　　　　　　　K冨」≧〆＝身［研iγ∈K］

である。また，M＝｛A∈K徳」ゾレ4eJゾ］は1ζ冨潟ノのフォン・ノイマン部分環で

」ゾと代数同型である（［1；Lemma　9．9コ参照）。Uγは」ゾ上に自己同型γを誘導す

る。

　3．9）yeの対応への適用．我々はGがM上で自由に作用するとし，　t．or’は〔G］一

有限であるとして，§2の構成法を［Gコの充満部分群Kとyに対して適用する。」ゾ

はヒルベルト空間％上に表現されていて，各g∈Gはew上のユニタリ作用素Uaで

誘導されるとしてよい。定理1．　3に従ってKに対応する決定関数をEgとする。〔7；

：Lemma　2．　9］により，各96　Gに対し
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　　　（3。1）　　　　　　　　gEg　rgEg

　なるge1（が存在し

　　　（3・2）　　　　　　　Eg　　：　27（8，8）

　である。

　　補題　3，1．（g，　Eg）σE．GはKの擬基底である。

　　証明。　GはPノ上で自由に作用しているから，gSFhなるとき

　　　　　　　　　EσEhF（9，　h）　＝F（9，9）F（h，　h）　F（9，　h）

　　　　　　　　　　　　　　≦F（9，h）＝0・

　すなわち（2．1）が成り立つ。また定理L3と（3．1）により（2。2）も成り立つ。

　　この擬基底を用いるとき，先ず空間について次の事が成り立つ。

　　補題　3・2．　中間部分環taに対応する充満部分群を瓦決定関数をEσとする。

　　　　　　　　G⑭｛Eσ。．．、｝％＝｛XgXEg一一iSg　I　Zg（g）5g　ff　G（g）Eijf｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　9∈G
　と定義すると，これはσ⑭罪の閉部分空間で〃’で不変であり，かっK冨、％クと等距

　離同型である。

　　証明。G⑭｛Eg一一1｝2fが0⑭躍の閉部分空間であることは明らか。　SP’のすべて

　の作用素は定理1．2によってΣ姻El燕（Ai，　Eii　．．9V’）の形をもつ。よって（1β）を用い
　　　　　　　　　　　　　　h∈G
　て計算すると

　　　　　　　（＝　h（g）EhAre）（Σ9⑧Eσ．、ξσ）

　　　　　　　　にり　　　　　　　　びをヨ

　　　　　　　　　＝ΣΣgh’i⑧9（El，Ah）Eσ．．iξ9

　　　　　　　　　　ノゐ　び
　　　　　　　　　＝ΣΣhOPEg一・9（瓦．、σ轟、9）ξσ

　　　　　　　　　　ノる　ロ
　　　　　　　　　　：ΣΣh（DEg．．　iEi、一、9（A。．．、，）ξ，

　　　　　　　　　　ん　　ひ
　　　　　　　　　　＝Σh⑧現．。1（Σlfg．i9（轟1σ）ξσ）ff　G⑧｛鼻1｝％＝

　　　　　　　　　　ん　　　　　　　　　　タ

　すなわち0⑧｛易一1｝躍は9によって不変である。次に写像ω：σ⑭｛Eg　一、｝！X一一→

癒望を
　　　（3・3）　　　ω（Σ9⑭Eg－1ξσ）＝ξ

　　　　　　　　　　　　ヒタ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が

　によって定義する。ただし，ξはξ（9）＝Eg－1ξ9によって定義されるff⑭、％クのベクトル

　とする。しかるとき明らかにωは同型写像であり，しかも（2．5）と（3，1）により

　　　　　　　1幽』Σ1｝8（Eg）ξ（9）Il　2
　　　　　　　　　　　ロゆ
　　　　　　　　　　コΣllEσ．1ξgP踏i｛Σ9⑭Eσ一1ξσP
　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　となるから等距離である。

　　　　　　　　　　　が　　補題　3．3．ξ∈K⑭躍と任意のん∈σに対し

　　　　　　　　　β、＿、ξ（Σ々9（≧σ）＝・E。一1te（E］hg（z9）

　　　　　　　　　　　　ロに　　　　　　　　　　　　ぽを　

　が成り立つ。ただし｛（≧σ｝は互いに直交する中心射影の族で，Σ（！9　・・Σ9（Qg）＝1かっ
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Qσ≦Egとする。　　　　　　　　　　　　　　　　一

　証明。　9∈Kは9によって一意に定まるわけではないが8瑞瓢8賜ならば瑞一、ξ（9）

＝Eg－1ξ（g）である。実際（2。4）により

　　　　　　　Eg－iξ（g）十（1－E｛7＿1）ξ（9）＝＝コξ（Eg．＿i9十（f－Eg＿1〕葱う

　　　　　　　　　　　＝gA（E，一ig十（1－Eg－i）g）

　　　　　　　　　　　　＝Eg　一i　e一　（．g）　十　（1一一　Eg　ny　i）　，t　（g）・

よってEg－i5一（9）＝＝Eg－1ξ（9）となる。この等式を，これは直ちに証明できる次の等式

　　　　　　　Eh，　in　i（＝hgQg）　＝　Eh－i（’““YMg　Qg）

　　　　　　　　　　（」　g
に適用すれば結論が得られる。

　以上の準備の下で次の主要定理を証明する。

　定理　3．4．Gは」ゾ上で自由に作用し，．．9Yは［G］一有限であるとする。　vaを

0⑭yの中間部分環とし，KはDyeの対応によって9に対応する〔G］の充満部分
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み群とする。しかるとき．v7は一般クロス積K⑳yと代数的に同型である。

　証明。　9に対応する決定関数をEgとする。最初にG⑭｛一Elg　一、｝22上に制限した

9と！（歯諺グ上のKζ）5ゾが空間的に同型であることを示そう。補題3．3に述べた

ようなiっの族｛O．g｝とVGJ脇を用いてσ魔Σg⑭（乙評とすると定理L2によりσ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　に　
は勿（0⑭」ゾ，」ゾ）∩taに属するユニタリ作用素である。そして任意のA∈」ゾ

に対し

　　　　　　兜（A）＝U（e⑧A）u＊

　　　　　　　　＝＝（Σ9⑧qg四）（Σh”iOPh（v＊（≧h））
　　　　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　＝ΣΣ！ψ一1⑭乃（（乙σYA｝1／＊（｝h）

　　　　　　　　　　び　ヂむ
　　　　　　　　　：e⑧Σ9（（Qg｛oy（A））

　　　　　　　　　　　9
だから

　　　　　　　卿＝Σ9仰（之9
　　　　　　　　　　σ
である。また，9を誘導する　。珍ノ上のユニタリ作用素砺を用いて　・Q／f上の作用素1）’t・「

＝Σ　U9一（Zg　Vを定義すると

　9
　　　　　　確レダ＊・＝ΣΣ砺（2．gVI／＊（～．ん砺＊

　　　　　　　　　　ひ　ん
　　　　　　　　＝Σ　Uu（乙9砺＊＝　29（oNg）
　　　　　　　　　　か　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　＝Σ9（（≧9）＝f

　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　躍w＝ΣΣ7＊q，Ui＊θ泌、7
　　　　　　　　　　／t，　9
　　　　　　　　＝ΣΣ砺＊9（v＊（≧σ）々（（乙9　v）ひ、

　　　　　　　　　　ん　　び
　　　　　　　　＝Σ砺＊8σ＊（≧σ（≧の硫
　　　　　　　　　　1b
　　　　　　　　＝Σ8一1（9（（之a））＝Σ（≧9・I
　　　　　　　　　　lt　　　　　　　　　　　　　　9

よって確はユニタリ作用素である。しかもそれはσと同じ自己同型を誘導する。実際
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　　　　　ifA　M・「＊＝ΣΣ砺2σ砺7＊（≧π硫

　　　　　　　　　　σ⊥、
　　　　　　　　　＝Σ8（（≧9　VA　VQσ）

　　　　　　　　　　シ
　　　　　　　　　鷲Σ9（（～σ窪の＝¢ひ（の・

　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

S　上のこのユニタリ作用素Wに対応するK⑭。％ク上のユニタリ作用素Uを（2．7）

によって定義する。すなわち

　　　　　　　　（碑）（α）鷺ξ（α卿）＝ξ（α兜）

しかるとき（3・3）で与えた等距離作用素ωが空間（ヌ⑧｛Eg一、｝〃’に制限した2“と

　　　　　　　　ゆ一般クロス積ノ（⑳yとの空間同型を誘導する事が次のようにして分かる。先ず，（≧h≦

現により

　　　　　　σ（；ha’一，g（g）Eg－i’te）＝（＝h（g）Qh　V）（Σ9⑭Eg．、ξ9）

　　　　　　　び　　　　　　　　　　　　　ノむ　　　　　　　　　　ワ

　　　　　　　　　＝”＞E］E］gh｝x⑳9（Eh（之hV）Eg一、ξ9

　　　　　　　　　　9　　tb

　　　　　　　　　＝ΣΣgh”’iN［DEg．iE、g・・一ユg（Qん　v）ξσ

　　　　　　　　　　の　　ノム
　　　　　　　　　緊Σん⑭E海一・（Σ　Eg　．一・9（（之1、．、gv）ξ9）．

　　　　　　　　　　！し　　　　　　　　　σ

一方（3．3）を用いて

　　　　　　（ω一1σω）（Σ98E，一・ξ，）＝＝　・・　一1　u9

　　　　　　　　　　　び
　　　　　　　　　＝Σん⑭E婦（σξ）（h）

　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　　自Σん⑭鰯・ξ伽の
　　　　　　　　　　ノの
　　　　　　　　　＝：Σh8）E，．、ξ（hΣ9（（2．，9v））

　　　　　　　　　　ノむ　　　　　　　　　　　　ひ
　　　　　　　　　需Σ姻彦、一・ξ（Σhg（（之9）hgg　r）

　　　　　　　　　　！乙　　　　　　　　　　　σ

ここで補題3．3を用い，hgをあらためて9とすると

　　　　　　　　　驕Σ姻E1、．・ξ（Σ9（（2．，，　nv・σ）99　v）

　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　　　　び
　　　　　　　　　＝Σん⑭E～、一1Σ8（Qh－igY）．k（g）

　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　タ
　　　　　　　　　隠Σ／乙⑳島、，、（ΣE，．・9（（2．，“・のξσ）

　　　　　　　　　　忽　　　　　　　　　　σ

従ってω一1UtU＝・Uとなる。

　さて部分空間0⑭｛賜一1＞ノはざ勿で不変だから，6！⑭。γからG⑭｛Eg一、｝Xグ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ上への射影Pはtatに属する。従って〃窪！（⑳」ゾを示すためにはPの中心台が

1に等しいことを示せばよい（こ3；1．2．Prop．2コ）。それには．gc2Jbの中心を2／（9’）と

して

　　（3．4）　　　　　　　　（！易ぞ（ご≦老グ）ノ（6！区）｛Eσ一一a｝、コ％ク）＝＝　61⑧ごヲ≧多＝ク）

を示せばよい⊂3；1．1．Cor．2de　Prop．7〕）。ところが，先ず

　　　　　　　　e⑭。γ⊂（．9f（v－Z））’（σ⑭｛Eσ　．．i｝・s？x）

は明らかである。次に，9を誘導する。％9上のユニタリ作用素を砺として作用素ろを

　　　　　　　　7σ（Σh⑧ξ1、）＝Σ9ゐ⑭砺ξ為
　　　　　　　　　　P　　　　　　　　　　　h
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で定義すれば，簡単な計算によって

　　　　　　　　Vg∈（7（」ゾ）），⊂（牙（9））ノ

が分かる。よって，すべてのg∈…Gに対し

　　　　　　　　b”op　c2f／　＝Vg（e　X　一Sf）C（2”（．uc／fZ2”））’（G　（2）｛E，一i｝2」’）

従って（3．4）が成り立つから定理の証明は完結した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　め
　特にG⑭謬上のσ⑭yは［G］⑳躍上の〔の⑭」：ゾと空間的に同型になるわ
　　　　　　　　へけで，此の意味で⑭はクロス積の一般化と考えてよい。

　上の定理から直ちに分かる事を系として挙げよう。G、，02をそれぞれフォン・ノイマン

環論〆1，」病上の自己同型群とし，θを」ゾ1からSfL）上への同型写像とする。α2を

」ゾ！の自己同型とすると渥e，V1に対しθ一1α26（A）はM，上の自己同型を定める。

このときfi　一1G、0の充満群とGuの充満群が等しければGiと6！2は弱同値であるという

事にする（［4］参照）。しかるとき⊂2：Theorem　1コ参照），

　系　3．5・，y乞は［Gi］一有限であるとする（’i　：｝’2）。　G，とG2が弱同値ならば，
　　パげ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パグ

〔0、］⑭潟〆、から〔0，］⑳」ゾ驚上への同型写像0が存在し，しかもθ（Yi）＝：y2が

成り立つ。

　可換なフォン・ノイマン環のトレースτを保存する自己同型の群Gは，次の条件を満

たすときDye［4］に従って漸近有限（approximately　finite）であるという。すなわち，任

意のε＞0と有限個のβi，＿，β。　EEE　Gに対して［Gコの適当な有限部分群Fをとれば，

あるβ1ノ，＿，β’。話F］に対してτ（．i一一一nyF（Pb　Pi’））〈ε，（i≦i≦IZ）。

　今，」ゾやGは此れまでの通りとし，さらにGが」ゾの中心牙で漸近有限，」ゾ

は漸近有限であるとするとσ⑳yは漸近有限である。此れはGolodets［6］によって示

されたし，また［刀の結果を用いれば，［5］を追っても証明することは簡．単である。さて，

Gが漸近有限なら定義から［G］も漸近有限であり，また［4］に示されているように，漸

近有限群の部分群はすべて漸近有限だから

　系　3。6．G，」ゾが漸近有限であれば，σ⑭Mの中間部分環はすべて漸近有限であ

る。
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