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　　　Abstract：一　On　the　basis　o｛’　the　definition　of　the　Ga1ois　extension　and

the　Fundamental　Theorem　of　the　Galois　theery　for　von　Neurnann　algebras

given　in　［4．］，，　we　discuss　about　the　so－ca！led　extension　theorem：

　　　Let　G　be　a　countable　group　of　automorphisms　acting　freely　on　a　von

Neumalm　algebra　Jゾ．　Suppose　that　Jゾis　the　Ga正ois　extension　of　4　w三th

Galois　group　G，　that　〈Zi3”　and　．9y　are　the　intermediate　subalgebras　between　M

and　．en6’，and　that　0　is　an　isomorphism　of　（Y　onto　：O－o’　induced　by　a　unitary

operator．　Then，　if　0　fix　．4“’　in　element－wise，　0　can　be　extended　to　an　autom－

orphism　of　M　belenging　to　the　centrally　full　grovp　［G］’．　This　is　a　generaliza－

tl・n・f　the　result　in［10コ．

　　The　proof　of　the　above　theorem　is　based　on　a　property　of　inner　autorr｝or－

phisms　of　a　cross　preduct　von　Neumanil　algebra　which　generalize　a　theorern　in

［9］．

　ま　え　が　き

　フォン・ノイマン環」ゾにおけるガロア理論は，最初」ゾが有限因子（伽ite　factor）

である場合についてNakamura－Takeda［7］，［8］，　Takeda［lO］，［1　1］によって研究され

た。M．　Henle［5コはそれを一…般のフォン・ノイマン環に拡張することを試みたが・原稿

の段階でその誤りが武田氏によって指摘された。Henleはガロア拡大の定義を変更するこ

とによって誤りを訂正したが，修正された論文も理論の形式化に対する不満の故か未だに

公表されていない。Haga・Takeda［4⊃壱まし9〆の可換子環が有限である場合について，ガT

ア理論の基本定理を示すことに成功し，Henleの形式化が不十分である理由をも解明した。

　さてこの論文では［4］におけるガPtア拡大の定義と基本定理とを基にして，ガロア理

論における拡大定理を論じる。それが［io］の一般化になっていることはもちろんである。
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§1ではガロア拡大についてL4コの結果を述べ，§2では拡大定理の証明の準備として，

クロス積における内部自己同型写像の一性質を示す。拡大定理は§3で証明される。

　以後，5ゾは可分なヒルベルト空間上のフォン・ノイマン環とし，恒等作用素はfで表

わす。」ゾの中心は牙で表わし，また」ゾの部分環というときはすぺてフォン・ノイ

マン部分環を意幸するものとする。Gは」ど上の（＊一）自己同型写像の離散的可算群と

し，単位元はeで表わす。

　管．　ガpaア拡大　［4・］からガロア拡大の定義と基本定理を引用する。

　定義　S．1．（［4；Definiti・n　4］）Gはツ上で自民｝に作用するとし，　yのひ不変

な元から成る部分環をcaとする。このとき，」ゾがかmア群Gによる，9のガロア

拡大であるとは，次の条件を満足するような．∫ゾの干るヒルベルト空間．老グ上への表現

が存在することである：

　（i）Gの。彩グ上へのユニタリ表現鞠（9∈G）で9（A）＝”1／g！2Ug＊（護∈びゾ）なるも

のが存在する。

　（ii）可換子環」ゾ／は有限で，ひ不変かつ忠実正規なトレースをもつ。

　（lll）．，’．　’：．t／1？ノがクロス積G匁yノと代数的に同型であってうその同型によって」ソ’は

6⑭謝ノノに，Ugはg⑭ノに対応する。

　この定義において本質的な条件は（iii）である。（i）はGが．γ！上でも自庄1に作用

する自己同型群となるための要請であるが，特に」ゾ～が有限である場合には，一般にこ

の様なGの表現が存在するとは限らない（Kadison［6〕参照）。（ii）は［帽の議論にお

いて期待写像（expec£ation）を用いるために必要とされた条件であって，可能ならばこの

条件を除いて理論を一般化することが望ましい。

　次に充満群について説明する。一敵に，∫ゾ上の自己同型群Gに対し

　　（i）　cr（A）＝’nAiYl．P．g．（｝IA　Y＊）　（t4　E　vgy’）

　（ただし9，zはGの元，　yは」ゾのユニタリ作用素，｛鑑｝と｛蕊…1（P，，）｝は互いに

直交しΣP。＝Σ91、一1（P）＝／なる中心射影の出する。以後G）の形の式を書いたとき，

これらの附随条件は省略する。）の形で表わされる。γの自己同型写像α全体の群を

［G］で表わし，Gで定まる充満群とよぶ。またそれ自身が充満である群を充満群という。

Al　E　，．Ofノに対しては7縁’17＊＝・護’であるから，（1）のαは．Sfsにおいては

　　（2）　　　．α（Ax）箒Σ。P。ぎn（Aノ）　　　（浸’巳γ’）

ζなるが，この形で表わ解るy！の自己同型全体の髄［G］tで表わし・G錠まる

中心充満群とよぶ・Gが鳥ノ上で飛出にする作用するときは，（1），（2）の表現は一意的

でそれぞれ

　　　　　　　a’（A）＝＝t，gGPgg（YA　i／＊）　．．（A　E，Sf）

　　（1）　av（A’）＝：’“iF’”！g（GPgg（A’）　（AiE．．．fiY’）

とかける。このとき，［（；］の充満蔀分群Kに対応する中心充満群を常にKfで表わすこ

とにする。



芳　賀：フォン。ノイマン環におけるガmア理論の拡大定理 219

　さて上の定義の下で，ガロア理論の基本定理は次の様に述べられる。

　定理　1．2．　⊂4；Theorem　4⊃．S・Y”をガmア群Gによる，勇♪のガnア拡大とする。

しかるとき，」ゾとこ勿の中間の部分i環の束と〔G］の充満部分群ノ（の束とは双対同型

（dually　isomorphic）である。それはKに対して5ゾのK’一不変な元からなる部分環を

対応させるガロア対応による双対同型である。

　注意　定理1．2は因子でないフォン・ノイマン環におけるガロア対応においにおいては，

充満部分群まで考えなければ十分でないことを示している。従って，ガロア理論の観点か

らすれば，ガロア拡大の定義を次の様に充満群を用いて少しく変更した方が自然である。

この定義中の一般クmス積は［一3］で定義されたものである。

　定義　唾．3．A一を．9fの自己同型の充満群とし，〃は．．CfのK一不変な元から成

る部分環とする。。∫ゾがKをガロア群とする，多フのガロア拡大であるとは，次の条件

を満足するような」ゾの或るヒルベル1・空間：’f　kへの表現が存在することである。

　（i）κの。’9■’‘上へのユニタリ表現Ua（αd（）でα（A）＝θ認θ』＊　（A∈」ゾ）なる

ものが存在する。

　（ii）し財ノは有限で，　K一不変かつ忠実国訴なトレースをもつ。

　（lii）9’は一一一｛’Uクロス積K衛」ゾ1と代数的に同型であって，その同型によって

溜∈，》’，観はκ徳しγ1に自然に埋めこまれる。

　もちろんこの定義は定義玉．1と本質的に同じであるから，定理L2は少しく言い換えるだ

けで同様に成り立つが；この定義を用いると例えば次の定理が成り立つ。その証明は［3；

定理3．幻を解釈し直すだけでよい。

　定理　1。4　」ゾがKをガロア群とするSL2’のガuア拡大であるとする。HがKの

充溝部分群ならば，ガロア対応によってHに対応する部分環を『とするとき，潟〆は

Rをガuア群とする留のガロア拡大である。

　§2以下では定義1．1によって議論を進めるが，この場合は定tUt　1．3を採用しても議論

はほとんど変わらない。

　2．　クmス積の内部自己同型の一性質　フォン・ノイマン環，9fのユニタリ作用素の

集合を勿（．∫ノ）で表わし，σ∈勿C∫ゾ）の誘導する内部自己同型写像を｛D・LXで表わず。

また9uが」ゾの部分環．勿を不変にするとき，動は5；汐の自己同型写像とみなすこ

ともできるが，そのようなσ∈勿G⊆ゾ）の集令を勿（」ゾ，2）で表わすことにする。

以下において》」ゾは有限とし，y上で自由に作用する自己同璽群Gによって不変な

忠実かつ正規なトレースτをもっとする。このとき，G⑭」ゾ上にトレースτを拡張で

きるから，G⑭」ゾも有限であり，よってG⑭」ゾからその任意の部分環への期待写像が

存在する。

補題　2・雪・　9はG⑧」ゾとyの中間の部分環とし，G⑭．～ゾから9への期待写
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像をΦとする。U∈勿（G⑧」ゾ）に対して動（」ゾ）⊂4fであるとすればは，Φ（U）

は部分等長作用素であって，その始射影（initiai　projection）は望に属し，終射影（final

projection）は伽（．fllf”）に属する。

　証明。　［2；Lemma　6．1］および［1〕と同じ着想による。任意のA∈」ゾに対Vs　A，

9u（A）∈留だから，

　　（3）　　　　Φ（u）A　＝＝　ep（UA）耽Φ（％（浸）σ）＝　r　gO　u（A）重（の

である。よって正値作用素5を

　　　　　　　　S＝　1　¢（U）1　＝（〈P（U＊）op（U））ii2

で定義すれば，任意のA∈Yに対して，

　　　　　　　　S2A　：¢（U・＊）ap．（A）（3＞（U）

　　　　　　　　　　驚Φ（σ＊吻（A））Φ（σ）

　　　　　　　　　　＝：〈P（g．一igo．（A）U＊）ep（U）

　　　　　　　　　　＝＝Aep（U＊）op（U）　＝　AS2

従って32∈2f，よってS∈穿である。そこで

　　　　　　　　（p（u）＝　ys

を極分解とすると，Vは等長作用素であり，始射影E隠協7の始領域（inltial　domain）

がS∈…牙の値域であるから，E∈穿である。また，［3］によって7の終射影は

　　　　　　　　F＝VY＊＝YE　V＊＝fp．（E）F

であるから，9u（E）≧Fである。そして，明らかにψσ（E）～F（mod　G⑭y）であって

G⑭」ゾは有限であるから！F　＝Qu（E）∈9u（望）である。

　以上により，Φ（σ）＝＝　Vを示せば証明は終る。（3）により，

　　　　　　　　9u（A）73司78護．

よって，

　　　　　　　　AU＊YS＝＝U＊q．（A）VS

　　　　　　　　　　　　＝：（L7’xis　171SA

であるから，ひ畷∫∈牙である。従って，

　　　　　　　　U＊VS　＝op（U＊VS）

　　　　　　　　　　　　＝　op（U＊ep（U））

　　　　　　　　　　　　＝O（U＊）¢（U）＝．S2

であるから，

　　　　　　　　S4　＝SV＊UU＊VS

　　　　　　　　　　＝sv：＊硲

　　　　　　　　　　＝＝Φ（U＊）Φ（のこ52．

（A　Ei！i　．V）

すなわち》S2は射影であって，3≧0であるからS自身が射影である。そして，　V＊Vは
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5の台（Supporりであるから，5』拶叩となる。よって

　　　　　　　　Φ（u）ご器：＝17γ＊v＝　v．

　補題　2・2．　留はG⑳レq〆と」ゾの中間の部分環とし，σ∈勿（Gqi）　y）に対して

町（．．〆）⊂9であるとする。またF∈yは部分等長作用素でV＊7∈7，VV＊（≡動

（ev’　）・VP〆　V＊⊂　9　u（」ゾ），欝｝や訳戊〆）V⊂」ゾとする。しかるとき，7を暫のユニ

タリ作用素確に拡張して，躍講ノ〃＊⊂9u（vv）となるようにできる。

　証明．E2；Lemma　6．1］の証明の論法を循灯用する。　y自身がユニタリであれば補題は自

明であるから，V＊　V＝＝E≠1とする。　yが有限だからVV＊＝・F≠1で1－E～／一　F（mod

（ili　7）である。従って部分等長作用素T∈『が存在して

　　　　　　　　T＊T＝＝1－E，　TT＊＝＝f－F

となる。ところで，G⑭し⊆ゾは勿（G⑭」ゾ，」ゾ）で生成されているから，任意のε＞0

に対し適当にU，…，σびe9／（G⑭」ゾ，」ゾ）と複素数λ1，…，ん、を選べば

　　　　　　　　il　U一“iT　一　’“1｝；一’TS・‘．．，　，R・i　（］71i　“　L，　〈e，

　　　　　　　　u　T　一　“Si；一1‘ziUUi　ll　2〈e

となる。ただしい恥はG⑭」ゾ上のトレースτによるノルムとする。G⑭論〆から

二上への期待写像Φはこのノルムを減少させるから，

　　　　　　　　Il　T一　Xt2i（ll＞（UUi）　ll　L・　〈e

となる。補題2．1により，角＝Φ（U（］71，）は留の部分等長作用素で，K＊Vi∈9，　K残＊

∈　9u（望）である。ε＜Ilτii　2とεを選び，不等式

　　　　　　　　li　T一　E］，（1一　F）　V，（1一　E）　E　，

　　　　　　　　　　　S　II　T7“IHI　TinEiZi〈1＞（UUi）II　211　T“Tll　〈e

に注意すると，謬るにi対して

　　　　　　　　Vt　＝（1－F）V，（1－E）40

となる。仮定により1一・E6望，　Z一万∈¢ひ（望）であるから，

　　　　　　　　　V．ノ17ノ＊Vノ＝（1－F）（Yi（1一一E）隣＊）（1一　F［）K（1一　E）

　　　　　　　　　　　　＝：（1－F）V，（1－E）（V，＊V，）（1－E）

　　　　　　　　　　　　＝　（1一　F）　Vi　Vi）’s‘　Vi（1一　E）

　　　　　　　　　　　　＝（1－F）Y，（1－E）　＝V’

である。すなわち，V，は留の部分等長作用素で，

　　　　　　　　仰＊V’≦1一　E，　V／Vi＊〈ノーF，

かつ　　　　　　ρ」ゾ夢”＊⊂9v（P〆），　Vノ＊ψo（」ゾ）砕⊂．SV’

となる。従って7＋御は補題のVに対する条件をすべて満足する部分等長作用素で，
l17一

ﾌ真の拡張になっている。このこととZomの補題とによって，　Vは留のユニタリ

作用素Wに拡張できてM／Y　M／＊⊂yu（y）となる。
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　以上の2つの補題を用いて次の定理を示そう。これは〔転Coroilary　to　Theorem　1］・

［9；Coroilary］の一般化でもある。

　定理　2．3。，yは有限で，その上で自由に作用するGで不変なトレースをもつとす

る。（67，。｛多デを0⑭＿⊆ゾと．．9V”の中間の部分環とする。このとき，σ∈（tr■（G（3rc．gy”）が

留と9の同型写像を誘導するならば，σ躍磁「！／（Gno　y，　．．fゾ）となるような〃セ

〃（（f）が存在する。

　証明。　9’　u＊（」ゾ）驚曽ガ（」：ゾ）⊂『だから，ぴ‘に対して補題2・1を用いると，V＝＝

Φ（b＊）は『の部分等長作用素で，その始射影Eは牙に，終射影刃は9“　er＊（珍つ

に属する。また，任意の孟∈」ゾに対し，（3）により

　　　　　　　　7護拶｝く篇卿（A）F　GE動＊（．ig：ゾ），

　　　　　　　　if＊　g　u＊　（A）V　rEA　e　，vcf

となるから，補題2．2を適用できて，7を留のユニタリ作用素研に拡張し，玖y確＊

⊂¢渉（vq／）となるようにできる。従って

　　　　　　　¢碑（L．9．f）＝σ確yW＊ひ＊

　　　　　　　　　　　　⊂％動＊（y）＝」ゾ

となるからuva　Eff勿（G⑭M，＿or／）　’ ﾅある。

　3・拡大定理．M，　Gは前節と同じ条件を満たすとする。まず，

　補題3。1。」ゾをヒルベルト空聞拶上のフォン・ノイマン環とする。〃ノ上のユ

ニタリ作用素Uが」ゾの部分環暫と9’の同型写像を誘導するならば，Uはまた

留ノ，9’ノ問の同型写像を誘導する。

　証明。　贋9’ひ＝暫だから，任意の0’6（8ノに対して

　　　　　　　　UC，　U＊1）＝　UCノ（U＊DU）U＊

　　　　　　　　　　　＝u（u＊z）σ）αひ：〈

　　　　　　　　　　　　＝D　UC／U＊

が成り立つ。よってUC’U＊∈9’となるから補題は明らか。

　補題　3・2・　σ∈勿（GG，〈）．．gyri，　y，）で誘導される」ゾ上の自己同型写像は中心充

満群［0了に属する。

　証明。　［4；Theorem　1コにより，9uはGを」ソ’上の自己同型群とみたときの充満

群に属し，従って［転Lemma　3］によって

　　　　　　　9V（Aノ）・＝ΣgcG　Pgg（（V’A’Vt＊）　　　（Aノ∈y’）

と表わせる。Uはまた5ゾの自己同型写像をも誘導し，　A∈」ゾに対し
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　　　　　　　　9u（A）職Σ，∈σP，9（F螂η薯く）

　　　　　　　　　　　＝＝TYg　Pg　g（A）

となる。すなわち，ψび蕪〔0コ’である。

　最後にこの論文の主定理である次の拡大定理を示そう。

　定理　3・3・．．9／がCをガロア群とする2のガロア拡大であるとし，暫，．E7は

」ゾと．勇7の中間の部分品とする。表現空聞2を”上のユニタリ作用素Uで誘導される

暫・9閥の同型写像θがS5の元を動かさなければ，0は［G］’に属するpaの同型

写像に拡大できる。

　証明。　任意のB∈6汐’に対して0（B）訟σ8む＊＝＝BだからUEi　W’である。ガロア

拡大の定義により．勿1はσ⑭論ゾ’と代数同型であるから，この2つを同一一視すること

によって，相州σ⑭」ゾノとしてよい。留ノと9ノは（3⑭」ゾノと」ソノの中間D部分環

で，補題3・1によりUは％？179》問の同型写像を誘導する。しかるとき，定理2。3に

より適当な理∈i”2”7k／（（b7ノ）を選べば，θ躍∈i勃！（0⑭yノ，」ゾ！）となる。σ確で」ゾ

上に誘導される自己同型写像を9とすると，任意のOe（yに対して

　　　　　　　　¢（の＝＝σ〃FO確＊σ＊＝＝ucu＊＝θ（o）

となるから，¢は0の拡大であり，補題3．2によって嘩［0］ノである。
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