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　　Abstract：一ln　this　paper，　we　sha｝1　study　£he　approximating　aR　arbitary　operator　on　a　sepa－

yable　infinite　dimeRsional　Hilbeyt　spa，ce　by　a　set　of　operatoys，　especially，　by　normai　operators．

　餐．Hを可分な無限次元ヒルベルト空間として，　ff　±

の（有界な線形）作用素の全体をBで表わす。SをBの

一つの部分集合とするとき，．TεBに対して，

　　dist（T，　S）＝inf｛llT－SU　；se　S｝

を考える。特に・dist（T，3）＝＝　llT－so賛なる50

ε5が存在するとき，S。をTのS－app塗oxi㎜㎜もと呼

ばれ，すべてのTεBに対して，approximant　S。が存

在するとき，sはBでproxim　imalと呼ばれている。

　C，P，鼠Nをそれぞれ，コンパクL正値，エル
ミント，正規作用素の全体で表わしておけば，c，　P，　ff

はBでprQximima1であることが知られている（岡；〔8〕；

（7），　（4］）o

（最近，Nがi］Lot－proximinalであることが巨3〕で証明さ

れた。）しかも，distが具体的に，7ヒβ十icを7

のデカルト分解とすれば，

　　dist　（T，P）＝　inf｛r＞llcll　；

　　　　　　　　　　　　　B＋（r2－c2）V2glo｝，

　　　　　　　　　　　r］］　一　T
　　　　　　　　　　　　　　　　il＝：llo財　　dist（T，fl）＝ll
　　　　　　　　　　　　2

で与えられ，　best　approximantとして，例えば，　Pの
ときはP。・B＋（…（T）㌦・）搬δ（T）一　di、t（T，

P）である．），ffeit　B　：R。　TXは肚（il・cu2　一　c・）t「・

等で与えられる。cのときは，後で一般化して扱うこと

にする。

　ところで，Nの場合は，　dist（TN）を論ずるのは
　　　　　　　　　　　　　　　　’
難しい。その一つの理由として，NはBでclosed，

llova－denseであるが，　co職vexでないので，通常の近

似論が使えない。又任意の可分なバナソバ空間がある

ヒルベルト空間上のNの申に等距離同型に埋めこめるの

で　この意味に吾いてNが広すぎるのである6そこで，

特殊な性質をもつ作用素について考えてみたい。

　2．　dist（T，　S）＝津r臼　なるとき，　即ち，　0を

bes　t　appr　oximantとしてもつ場合を考える。　SがCの

ときは・C◎burR〔5〕によって，　Tはext・em・ly　n・n－

compact（ant　i　compaCのと呼ばれ，　Toeplitz作用素

がこれに当る。P，ffのときはそれぞれ，〔1〕と〔5〕によ

り，スペクトルσ（T）を使って特性化されている。例え

ば，ffのときは，0をbest　approximantとしてもつ必

要十分条件はiIITil　，又は一i　II　TIIがσ（T）に入る，と

いうことが分っている。

　定義丁がdi　st（T，N）　　・UTilをみたすとき作用

素Tをangi－normelと呼ぶ。これは，醤T一　a’　N　U≧

UTii（a：スカラー，　NεN）の意味で，ルに直交して

いる作用素とみなされる。

　まず，anti－norma三作用素がどの位のclassになっ

ているかをみる。k：erT＝｛x；Tx　＝：0，　xεH｝と

して，dimkeτTをk　er　Tの次元とする。このとき，

ind　Tを

　　ind　T＝　dim　ker　T一　dimker　T＊，

（ただし，dim　kerT＝＝dim　kerT；◎oのときは0

とみなす。）で定義すれば，

　補wa　1．　Tがind　T＝　Oを満すとき，　T＝：ulTlと分

解できる。ここで，Uはユニタリー作用素で，　iTl＝

（T＊T）　である。

　証　明　丁の極分解をT　・ViTlとする。このときV
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　　　ぷ　　　　　　　　　　　ぷ
は，Tの値域R（T）の閉苞R（T＊）からR（T）への部分

等距離作用素である。今，dim　ker　T　・dim　ker　T＊

なので，ker　Tからker　T＊への部分等距離作用素をY’1

として鉛けばU＝v十Ylが求めるユ＝タリー作用素

であることは容易に分る。

　定理壌。Tがind　T＝0を満せば，　disも（TN）≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
秀UTIIとなり，その結果　丁はnot－anti　nocraaiであ

る。

　証明補題を使えば，τ＝酬刎（ひはユニタリー

作用素）と分解される。従って，

　　II　T－SliTU　u　ll＝ll　l7qTl一下貝TID貝

　　　　　　　　　　＝＝H　iTl一晋｝ITil　il≦劃｝7’誓

で結論を得る。

　この定理の系として，

　系　噂。　Tがコンパクト作用素であれは，dist（T，

N）≦9（ITilで漉0も一a11もi　normaiである。

　証　明定義より，任意の複素数λに対して，患醜

（T，灘）＝dist（T十λ，N）は明らか。そこで，λキ◎

とすれば，（6；Lemma5。20〕より，　ind（T十λ）＝

indλ・Oとなる。従って定理ヱより，　disも（T，N）≦

垂　ilT十λllを得る。　iAlをナ分小さくとれば，　dist

（T，N）≦「むllTHとなる。

　系2．Tをai｝ti－ft◎rma1な作用素とすればσ（T）

：｛λ；1λ1≦昌TU｝となる。

　証　明　もし，λ改σ（T）で，1肩くll矧とすれば，

　　聾7’月　：disも（T㌧　N）　：disも（7’一λ，1》）

　　　　　　　　　　　≦壱BT－Ml

を満すので，II　TII≦囚　と：なり仮定に矛盾する。

　註　壌。有限なフrtン・ノイマン代数（v（皿Neu懸皿

aigeb　xa　｝では全ての作用素がanti－normalとなる。

これは有限なフォン・ノイマン代数に細いて，可逆な元

の全体がnorm－denseである（〔2〕）ことから分る。

　5．ぴをユ＝タリー作用素の全体とするとき，Hoimes

絢はaBti－normalである十分条件を与えた。

　定理2．（Holmes）　もし，　TがdisL（T　y）＝1十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラ
Il　TUを満足すればdi蕊（T，揮）＝IITIIとなる。

　これらの条件を満す典型的な例として，we　ight　1の

翻1麟era18hi鴛が知られている。7がユニタリーで

ない等距離作用素でよいことも簡単に計算できる。一方，

〔9〕で部分等距離作用素丁に対して，0≦dist（T，2V）≦

壷か，di　st（T．灘’）瓢1のどちらかであることが示さ

れているので，Holmesは，次の予想と問題を与えた。

　（1）予想：正規でない8uhOorma　iな部分等距離作

用素Tは飯蕊（T，　V’）＝1十　ll　Tllを満し，その結果

Tはantihn◎rmalである。

　（∬）問　題：ノルム1のant　i－noyma1作用素は部分

等距離作用素か？

　そこで，この予想と問題について：考える。これに関連

して，最近90gers醐はdist（T，U）を完全に決定し、

た。

　定理＆（Roger　s）

　（1）　ind　T＝oのときは，

　　disも（T，　U）＝max｛［1　TII－1，　1－m（T）｝

　　　　ただし，磁（71）＝inf｛il　Txll；llxll＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　κε∬｝，

　（2）　iRd　T〈0のときは，

　　dist（T．　t］r’）＝max｛11Tll－1，　1十me（T）二｝

　　　　ただし・me（T）＝inf｛λ；λεσe（fTl）｝

　　　でσe（・）はC鍵kin　a｝gebra　8／Cでのスペクト

　　　ルを表わす。

　　　iRd　T＞oのときはゲで考える。

　今・dist（T，y）＝：1十1｛鋪とすれば，定理3（2＞よ

例｝7碧＝l12e（T）となり，その結果　lj　Tll＝屠7・削篇
　　　　　　八　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

Me（T）≧則丁捌（TはCalkin　i鵬geである）でITI

＝・me（T）が分る。

　従って，問題については，T＝3㊥α（0〈αく1）

で，SをH上の等距離作用素，αを有限次元で作用する
　　　　　　　　　　　へようにとれば　 ll　T11＝ll　Tll＝1＝＝】me（T）と；なる。　しか

も，Tはaati－Borma　1であるカ～部分等距離作用素でな

い。

　予想に関しては，Tが正規でないsubkormal　な部分

等距離作用素とすれば　T　・V㊥0（yはユ・・　B！j　一で

ない等距離作用素である。）と直和に書けることが必要十

分条件であることがよく知られている。そこで，H㊥β

一上で，Vをweightsが全て1のunilateral　Shiftとし，

r篇F④0とすればindT＝0となる。そこで定理1よ

りTはR◎t　一　anti　normalとなる。以上により，予想，

問題は否定的であることが分った。

　4．ここでは，Bの代りにCalk沁algebra　B／Cで

　　　　　考える。ルをB／Cの正規な元の全体で表わせば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　定理4．Tのind　Tが有限であれはdist（T　N）≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　へ
青目丁網を満足する。

　証　明　T⇒wlTlをWが極大部分等距離作用素まで

拡張した分解とする。このとき，ind　Tが有限でind　T



申本：作用素による近似について 173

＝＝　indvaなのでWはB／0のエニタリーな元である。従っ

て…曇掃幽　≦創1全｝目す。
　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　ム
　定理5．TεBでdis　t（T，　u）＝1十　liTilのとき
　　　ム　　　　　　　　ム
dist（T，N）＝ll　TlIが成立する。

証明もし…釦痘峰幽なる正規な煎が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

存在すると仮定する。ノV＝壱｝i！四（U十V）でUとy

　　　　　　　　　　　　　は可換なエニタリ甲介，とNは書けるので，仮定より，
　　へ　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　

　llT－ll　Mlull≦n7’一構暦ハ州（u十v）H
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　十階　llNMIγII十一s　llNll　Hσ　ll

　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　華IITH十　llMl

　　　　　　　　　となる。そこでll　Nll≦1のとき，
　　バ　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HT－ull≦li　T－llMlσll十IH　IMI　u－u鋳
　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　〈nTll十liNll十1一肩ム帽＝＝i十1｝　Tll

　　　　　　　　　　となり矛盾する。醤躍1≧1のとき，

　　　　　　　　　八　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　　A　～　　　　　T　　　～　　　　A　　　T
HT一u　li≦ll　li痘「酬1＋iゆ「面ll

　　　　　　　　　A　　　　　～　　　　　　　　八　　　　～

　　　　　　華酬さ酬＋llTU（［！酬一1N）

　　　　　　　　　　1！酬　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UNH

　　　　　　：　1十醤7’ll

でやはりdist（A　”‘vT．　U）＝1十酸Bに矛盾する。

　　　　　　　　ラ
　　　　　　　　　　　　　　　Calkin　a　igebra　B／cでは9　tt　preximinalであるこ

とがRoge路圓によって証明されているがNがproxi－

mina1かどうか未解決である。

　5．CがBでprOximina　1であることはフォン・ノイ

マン代数へ拡張される。

　補題2．（Z　s　ido）　践をフォン・ノイマン代数とし，

1をnorm　closedな両側イデアルとする。このとき任意

のエルミット（正値）作用素Aε践に対して，次の（1），

Gl）を満足する作用素Kε1が存在する。

　　（D　．4十κはエルミット（正値）である。

　　（の　σ（A　÷K）＝＝・O（π（A）），ただし，　πは濃から

A／iへの自然な準同型写像である。

　定理6．フォン・ノイマン代数践に繭いて任意のnorm

closedな両側イデアルはproximinalである。

　証　明　濃の元Aを極分解してA＝：ulAlとする。そ

こでi川に対して補題2のKをとる。このとき

　鷺σ囚＋σ酬≦田刈＋K　ll＝sup｛田；

　　　　　　　　　　　　　　　　　λεσ（IAI十K）二｝

　　　　　　　　　＝　sup｛iXi；　A　s　a（一（IAI　））｝

　　　　　　　　　瓢｛1π（国）B＝nπ（ノ1）｛｝

となる。一般trc　1しAII≧Uπ（A）i［なので，賢ulAl十Uκd

→Hπ（A）llを得る。即ち，一σκがbesもapproximant

になっている。

　尚，任意のエルミットAεAと多項式ρに対して，

ll　p（A　十K）昌＝版（p（A））＃なるKε1が存在する

ことが分る。Bでは，　p（の＝t十λと任意のTε8に

対して成立する。〔3〕

　五　最後に，近似を作用素ノルムで考えてきたが，他

のノルムで近似することも興味ある。ここでは，亙の場

合に数値域半径w（T）による近似を考える。即ち，w　（T）

＝sup｛1（Tx。nc　）1；Uxll＝1，　XεH｝として，

　　dist（T，H）＝inf｛w（卜∬）；H・．糾

を扱うことにする。

　補題ろ．T＝A十iBをTのデカルト分解とするとき，

　　w（A2十ガ）≧w（A十iB）≧w（A），w（B）

が成立する。

証明1（（AL十iB）x，・）12＿（廊．。）2＋（伽）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧（ノ勉．κ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Bx・x）

よ9右辺が出てくる。左辺の不等式は，　（Ax．x）2≦

（　42x．x）が鋪κ臼＝1でAがエルミットであれば一

般に成立するので，これより容易に分る。

　定理Z　T＝：A十iBをデカルト分解とすればdist

（T，H）＝w（B）（；目捌i）となり，　Aが1っのbes　t

appr　oximantとなる。

　証明補題より，βεπのとき，

　　w（丁晶窺）＝w（A　一H－iB）≧w（β）

を得る。一方，fl＝Aとすれは，　W（T－A）＝W（B）な

ので，disも（T，H）＝W（B）が分る。

定理8．T＝．4十iBをデカルト分解とすれば，　A±
q圃・一B・）Y2もb。、、。PP。。。i＿、販っている。

証明w（（A±（llBU・＿B・）Y2）＿（A＋、iB））＿

W（B）を示す。

w、（．・1±（llBl；・＿B・）均（A、＋iB））2

　　　　　　　　＝、w（1　（llBl12一　B2）IV・　＿iB）2

　　　　　　　　＿1±（ll　BU　2　一　B　2）Y・　＿iB　n2

　　　　　　　　＝IHIBII2　一　82十、B211

　　　　　　　　＝i圃2＝砂（B）2

が，G｝酬2一β2）％一iBが正規作用素であることよ

り分る。
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