
茨城大学・理学部・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２１０１

若手研究(B)

2017～2015

非ユークリッド的グラフにおける確率モデルの多重相転移

multiple phase transition of probabilistic models on non-Euclidean graphs

１０５２８４２５研究者番号：

長谷川　雄央（Hasegawa, Takehisa）

研究期間：

１５Ｋ１７７１６

平成 年 月 日現在３０   ６   ４

円     3,200,000

研究成果の概要（和文）：非ユークリッド的グラフ（複雑ネットワーク、nonamenable graph）上に配置された
数理モデルは、しばしば（ユークリッド格子系では見られない）新規の相転移を示すことが知られる。本研究で
は以下のトピックを明らかにし、ネットワークの構造とその上のダイナミクスの関係に関する知見を深めること
ができた：(1) ボンドパーコレーションにおける臨界相の統計的性質、(2) 階層ネットワーク上のサイトパーコ
レーションにおける秩序相の消失、(3) コンタクトプロセスが示す非平衡多重相転移の特徴、(4) 感染症モデル
ダイナミクスにおける初期状態の影響。

研究成果の概要（英文）：It is known that mathematical models placed on non-Euclidean graphs, e.g. 
complex networks and nonamenable graphs, often exhibit novel phase transitions, which are never 
observed in Euclidean systems. In order to unveil the relationship between the structure of networks
 and phase transitions thereon, we investigated the following topics: (1) the statistical properties
 of the critical phase for bond percolation (in tree), (2) the origin of the absence of the ordered 
state for site percolation in hierarchical networks, (3) the characterization of the nonequilibrium 
multiple phase transitions for the contact process (in tree and Farey graph), and (4) the effect of 
the initial condition on the phase transitions of the infectious disease models in complex networks.

研究分野：統計物理
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１．研究開始当初の背景 
 
 複雑ネットワークとは、WWW、人間関係、
航空網などに代表される、巨大で複雑なつな
がりを持つネットワーク（グラフ）の総称で
ある。90年代末以降複雑ネットワークの研究
が盛んに行われ、スケールフリー性、スモー
ルワールド性といった、現実のネットワーク
が普遍的に有する特徴が明らかにされてき
た。それらの特徴を再現するようなネットワ
ークの数学モデルも数多く提案されてきた。 
 本研究課題の研究対象は、様々な複雑ネッ
トワークモデル上に配置された格子確率モ
デルが示す新奇の相転移である。複雑ネット
ワーク上の格子確率モデルは、様々な現実現
象（ネットワークの故障、感染症や情報の伝
播、意見の形成）のモデルとして、これまで
盛んに研究されてきた。その多数の構成要素
からなる系のダイナミクスの記述には、統計
物理理論が用いられる。従来の統計物理理論
では、主にユークリッド格子を前提としてい
る。一方、複雑ネットワークはユークリッド
格子と異なり、ランダムで非一様なつながり
を持つ。それゆえ、複雑ネットワーク上の格
子確率モデルは、ユークリッド格子系には見
られない、異常な振る舞いを示すことがしば
しば報告されてきた。例えば本研究課題が主
として扱う「臨界相を伴う多重相転移」は、
非ユークリッド的グラフ特有の相転移であ
ることが知られる。非ユークリッド的グラフ
上の相転移の包括的な理解はまだ得られて
いないのが現状である。 
 
２．研究の目的 
 
上記の背景を踏まえ、本研究は、グラフの
幾何的性質と相転移現象の間にある法則を
見つけ、非ユークリッド的グラフ特有の相転
移を定性的に理解することを目的とした。具
体的には、以下の３つの課題の解決を目指し
た： 
 
(1) 多重相転移における臨界相の物理的性質
に関しては、最も単純な格子確率モデルであ
るボンドパーコレーションでさえ、十分には
わかっていない。パーコレーションが示す多
重相転移の特性とネットワーク構造の関係
を理解するために、単純な非ユークリッド的
グラフを用い、臨界相の統計的性質を詳細に
明らかにする必要がある。 
 
(2) 非ユークリッド的グラフでは、サイトパ
ーコレーションとボンドパーコレーション
で定性的な振る舞いが異なる：階層的なネッ
トワークでは、ボンドパーコレーションの結
果によらず、サイトパーコレーションでは秩
序相が存在しないという結果が得られる。こ
のユニバーサリティクラスの破れの原因は
わかっていない。秩序相を持たない階層ネッ
トワークが一般に含んでいるグラフ生成の

規則を見出し、秩序相が消えるグラフの構造
的な性質を明らかにする必要がある。 
 
(3) パーコレーションやスピン系が多重相転
移を示すのと同様に、非ユークリッド的グラ
フ上に非平衡相転移を示す格子確率モデル
を配置すれば、非平衡多重相転移が起きるこ
とが考えられる。しかし、非平衡多重相転移
についての物理の知見はほとんどなく、非平
衡多重相転移を扱う手法や指標もない。非平
衡多重相転移を解析する手法を開発しつつ、
非平衡多重相転移の物理描像を明らかにす
る必要がある。 
 
３．研究の方法 
 
 上記の課題の解決のため、それぞれの問題
に適した格子確率モデルを調べる。扱ったの
は、単純な確率過程であるパーコレーション、
感染症の基本モデルとして知られる
susceptible-infected-removed (SIR)モデル
とsusceptible-infected-susceptible (SIS)
モデル（コンタクトプロセス）、およびその
拡張モデルである。ネットワークもまた問題
に応じて、適したものを用いた。主な解析手
法として母関数解析、平均場近似、近似マス
ター方程式を用い、モンテカルロシミュレー
ションによる数値実験も並行して行った。 
 なお、多重相転移を調べるとともに、ネッ
トワークとその上のダイナミクスの関係の
理解の助けとなる研究を適宜行った。特に、
ネットワーク上の感染症モデルにおける初
期状態の影響に関しては多くを調べた。従来
の感染症モデル研究ではあまり考慮されて
いなかったものの、ネットワーク上の感染症
モデルの関係を数値シミュレーションによ
って調べる際、初期状態が系のダイナミクス
を根本的に変えうることが判明したためで
ある。 
 
４．研究成果 
 
本研究で得られた成果は以下の通りである： 
 
(1) 多重相転移を示す最も単純なグラフで
あるツリー上のパーコレーションを調べた。
無限ツリー上のパーコレーションと有限ツ
リー（の無限極限）上のパーコレーションの
それぞれについて、母関数による解析を行い、
二種類の無限グラフにおける相転移の違い
と対応関係を明らかにした。さらに、臨界相
を示す後者に関して、臨界相中の連結成分の
分布関数を解析し、多重相転移について一般
に期待される統計的性質を明らかにするこ
とができた【論文③、学会発表⑰】。 
 
(2) 階層ネットワークの生成ルールと生成
ルール次第で満たされるネットワークの性
質について考察し、「階層ネットワークの生
成ルールで決まる行列が特定の性質を満た



す場合、サイトパーコレーションで生成され
る最大連結成分は決して頂点数のオーダー
にはならない、つまり秩序相は消失する」こ
とを見出した。この発見により、階層ネット
ワークのサイトパーコレーションにおける
秩序相の消失について定性的な理解を与え
ることができた【学会発表②⑪】。 
 
(3) クラスター性をできる限り高くしたネ
ットワークのパーコレーションは二段階相
転移を示すことが最近報告された [P. 
Colomer-de-Simón, M.Boguñá; PRX; 2014]。
本研究課題との関わりから、この現象につい
て独自に数値実験を行った。数値実験の結果、
生成されたネットワークでは、次数の低い頂
点からなるサブグラフがグラフのハブ（高次
数の頂点）から離れたところで形成されてい
ること、そしてそれが相転移の唯一性を失わ
せている可能性を明らかにした。対象のネッ
トワークは多重相転移を示す系ではなかっ
たものの、「なぜ二段階転移であり、多重相
転移（無限段階転移に相当する）ではないの
か？」という点で、考察に値する事例を提供
するものである【学会発表④⑧】。 
 
(4) 非平衡相転移を示すモデルにおける臨
界相を議論するため、パーコレーションで臨
界相を示すことがすでに明らかとなってい
るネットワーク（ツリー、Farey graph）を
用いて、その上で SIS モデルの数値シミュレ
ーションを行った。数値シミュレーションで
は、パーコレーションの臨界相を評価する際
に使うフラクタル指数の考えに基づき、臨界
相の有無を判定する指標を提案、計測した。
過渡ダイナミクスではスピン模型に見られ
るようなロバストな臨界性は見られなかっ
たものの、恒常感染源を用いた定常状態の解
析を通じて臨界相を確認することができた
【学会発表⑨⑫】。 
 
(5) ネットワーク上の感染症モデルにおけ
る初期状態の影響を明らかにするため、レギ
ュラーランダムネットワーク上の感染症モ
デルについてマスター方程式及び母関数を
使った解析と数値シミュレーションの双方
を行い、その相転移を調べた。SIR モデルの
場合、有限割合の感染源を初期状態とすると、
（従来の感染症モデル研究が想定していた）
単一感染源では見られない、感染頂点からな
る連結成分（感染クラスター）のパーコレー
ション転移が新たに起こることを明らかに
した【論文④、学会発表①⑮⑯】。さらに、
SIR モデルをより複雑にした susceptible- 
weakened-infected-removed モデルでも同様
の問題を扱った。初期感染源割合がある程度
小さい場合、このモデルはある感染率で不連
続転移を起こす。有限割合の感染源を初期状
態とすると、不連続転移とは別に、感染クラ
スターのパーコレーション転移が起こって
いることを発見した【論文①、学会発表⑬】。 

 さらなる補足研究として、ネットワーク上
の susceptible-weakened-infected-suscept 
ible モデルにおける初期状態の影響も調べ
た。このモデルが不連続転移を示すこと、た
だし定常状態に到達できるかどうかの点で
初期状態に大きく依存することを微分方程
式の解析と数値実験の双方から明らかにし
た【学会発表⑤】。 
 
(6) ネットワークの構造とその上のダイナ
ミクスの関係について知見を得るため、次の
２つの補助研究を行った。(i) ランダムウォ
ークモデルの通過経路で重み付けたネット
ワークの構造がどのようになるかを調べた。
特に、近年提案された link salience 
[D.Grady, C.Thiemann, D.Brockmann; Nature 
Comm.; 2012]に着目し、実データで発見され
た link salience 分布の bimodal 性の起源を
数理モデルによって調査した【学会発表③⑥
⑦⑩】。(ii) サイトパーコレーションにおい
て選ばれる頂点に隣接している頂点に注目
し、そのような隣接頂点のみからなる頂点集
合が巨大連結成分を持ちうるかについて調
べた。複雑ネットワークでは、そのような頂
点集合もまた複雑な挙動を示すことを明ら
かにした【論文準備中】。 
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